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I. Evaluation des integrates de la forme 

J 7! =_|^====, 



prises le long- d'un chemin quelconque, dans le cas oft e 1? e 2 , 

sont reels. 



S90. Reprenons I 5 6tude ? le long d'un chemin dtermin du 
plan des y^ de TinL^grale j y <> oiV Y 4j/ 3 ^ 2 y g^ dans 

le cas oti ^2, ^3 sont r<$els. Kappelons que, dans ce cas, la fonc- 
lion $*(u\gi) ^*3)dont les coefficients sontrel$ 7 prend, en 
temps que w, des valeurs r^elles ou imaginaires conjugates. 



T. et M. IV. 



2 CALCUL INTEGRAL. 

Gonsid^rons d'abord le cas ou les racines e\ , # 2 , <? 3 sont reclles. 
Nous supposerons e^ >> e% > e% et les ftombres to,, ~ r<5cls oi 
positifs ('). Dans le plan desj/-, le long de 1'axe dcs quantiies r6clics 
pratiquons une coupure de e\ a e^ dc e% a 3 , de e$ a oo cl do- 
signons par y/Yla fonction de y , holomorphc clans le plan coupe, 
qui prend des valeurs positives pour dc grandcs valeurs positives 
de y. Les signcs de la partie reelle ct du coefficient de /, dans 
cetle fonclion y/Y, s'oblienncnt tres aisement stir los bords su|>o~ 
rieur ou infericur dcs divcrses parties cle la conpnro, et niAmo 
dans tout le plan cles y, si Ton observe qu'ils ne pen vent ohan^or 
que lorsqnc la quantito sous le radical est rtfolle, <*,'csl-s\-diro 
lorsquc le pointy traverse soit Taxe des qmintilAs r^<^l<\s, soil, 
1'hypcrbole (H) dont l'<j([uation serai l isu* 2 /i^ 2 * - ^a r - <> dans 
xin systfeme de coordonucSos w, c, dont los axes coYncidoruionL avcc 
Taxe des quanlit(5s r<Scllcs et I'axe des quantites puromcnl irnugi- 
naires da plan dcs y. Comino il cst oominodo <1 'avoir cos si^n^s 
dans los applications, on Ins a indi<|u6s dans la figure (A/) du Ta- 
bleau de Tommies (CXXX); le premier signo so rapporU'. a In 
partie r(5elle, le second a hj parlio imaginaint; l'nn<% do cos <|uan~ 
titc'^s csl nullc sur les ligncs do separation, eo c|ti<^ Ton a imli<|u< ; 
en rcniplaganl par <> Pun dos signcs ! Itolaliveinoni. atix eon* 
pures, nous couviendrons do rogarder lo hortl suj)t' i rieur 
apparlcnanl a la moitiri sup<'jriouro <hi plan <los y, lo bord 
rienrcomrne appnrlcnunl i la inoitio iniVjrionrc. (ioci poscS, on a 
le ihooremo stiivanl : 



11 oxisto nncs fonction de y^ <ju<i nous dtfsignorons par 
ayant les proprieties quo voiei : olio out holouiorpho dans loul le 
plan eonptf; pour lout point do co plan on a J>(arftj\j') ,/; 
([iiand^ nV.st pas sur one eonpnro on ponl tnellro arjyj^K HOUH la 
forme /o>i | //o>a? / <'t t! otant dos nombnjs r^ols, salisfaisant anx 
conditions o ";/<; i, ^t-^t r ^\\ suivanl cjuo^ cst sur In CHHI- 
puns qui va de (*,\ t\ ^ a ? <1 ( * ^a a ^, do (* 9 a oo, on pent rtHU-Uv* 



( ' ) OhricrvottA en passant <|tio I'on a <>! / '/ nuivant <ju l'(m a ?% / c, ulust <ju*il 
rosulte <18 o.xprohHiotiH dc K, K' (ou KJ x.') au tuoycn do A'^ (<ut %) tt d 4*^ quo 
Pon u t suivant Icndcux. ca, A 3 ' ,J ct, par Mtntc, / <a A'*. On voit nuhni (JIM* quand 
A" 3 d^croit <1<^ i A , lo rapport -- J - croft d <> i 
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argjDj'sous la forme c^ :qr to 3 4 , cOi t { q=to 3 , zpzco^, ou , est 
reel et compris entre o et i, et ou il faut prendre le signe supe- 
rieur ou inferieur suivant que i'on est stir le bord superieur on 
inferieur de la coupure. Ces conditions permettenl, pour chaque 
valeur de y, de calcnler sans ambiguit6 Ja valeur correspondanle 
de argjpjK en se reporlant au Tableau (CXXlX^o); t r est d'ail- 
leurs negatif ou positif suivant que le point y apparlient a la 
moitie supdrieurc ou inferieure du plan; t r est nul quand y est 
reel, compris entrc e\ et -4- oc. 

Si I'on admel pour un instant F existence dc cetle fonction ho- 
lomorphc, inverse dc la fonclion ( p, on deduit immcdiatement dc 
L'idcntitc* ,p(arg j>;>-) ~y que la dcrivcc, prise par rapport a y^ 

clc la fonction arg J)JK ( -st ogalc, au signc prcs ? a ^"" ; cllc lui est 

prcciscmcnt c^galc, en adoplaut le sews prcscrit pour le dcnomi- 
natcur, puisqu'ollc est negative pour dc graudcs valcurs positives 
dc y. On volt done <[uc l'<5ttidc clc TinU^Talc cnvisagcc sc 
a ccllc do la fonction 



[. L'cxistence de la fonction argjvy rc'isultc aisenicnt dc la 
representation conformc d'xin clcmi-rcctanglc dcs p<h'iodes dc la 
fonction j>#, au moyon dc la relation y~ - j>u ( f ). Nous chohsi- 
rons, pour io rectangle dcs p<5rio<lesdo la fonclion j)//, le rectangle 
dont Ics sommols sonl <> t - co,.j, coj !-(), -- o>i *t- co.), e)j ^o>> ? 
<[ui est yinetrique par rapport auv axes dcs quantites reelles ct 
purenient imaginaires. L f <5c]iiation (on 47)^ =ss J>M admot clcux ra- 
:H s!iu6cs dans cc roolangio, figur^es par deux points ivymfr- 
os par rapport au point o; ellc aclmct pur consequent une ra- 
cinedans le rectangle (H) dont les Hommcts sont ti>i <i>. >? ii^ la> u , 
to a, (>j,; eotte raeine cnl unique si clle <^st figur6e par un point 
inlJritiur & (H); uuxis si la raciuo u est uu point du ptfrimetre 
(le (II), l point a f s/mrtUMquc dc u par rapport a I'uxe clcs quan- 
tiu'ss j*eell(is sera encore une cucincdc !'<Jqualion 4 y. -J>^> puisquc 
Ton aura alorn, suivaut le cAu? oCi sn irouvo lo point /^, I'une dcs 

tons Iej< cttH, jx/ 7 - }>u y*, tt et ^ <UanL ixxiaginatres eonjugu^s 

;U' M arU 51, 5*2, 
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ainsi que les quanlits egales jpz/ 7 pu r , y est forcement reel. On 
prevoit ainsi que 1'image sur le plan. dcsjK du rectangle ( R.) du 
plan des u remplira tout le plan desy ct que I'imagc du pcrim&lrc 
de (R) se fcra deuxfoisquclque part sur I'axc dcs quanliuSs reel les. 
Daas le plan dcs #, I'axc dcs quantity's rccJles parlagc Ic rcc~ 
tanglc (R) en. deux rectangles (Ri), (R-a), symtftriqiics par rapport 
a cet axe et dont les images scront, dans le plan des y, aussi sy- 
mtriques par rapporl u I'axc de*s quanlil&s replies. Nous <l<5si{* i nc- 
rons par (R|) Ic rectangle situo dans la region supc$ri<jurc du plan 
des u : ses sommcLs sont les points o, <o ( , co,, -j- <> rl3 d> s . Suivant 
<[nc <? 2 ost positif, nul, on ncSgnlif, la base do cc rectangle sora plus 
Jonguc, dc mtimc longueur ou plus courtc que sa hauteur, L'inuigo 
de ses c6l6wS ? pris dans 1'ordre adoptd pour les somniets, cl<^ fa<;on 
que son p^rimfetre soit parcourti dans Ic sens direct, so fait tfvi- 
dcmment sur les segments -h oo ... ^,, e, ... ^ a , (>% ,., ^j,, ^,, .... oo 
dc 1'axe des quanlit&s rcollcs du plan des y, Au rcoLangle (1^) 
bubstituons line figure (S,), qui en diff^ro in/inimcnl peu, oh 
eud<icrivant de ehacuu des sommels do (\\\) eommo centre, a 
un rayon infinimcnt petit, un (|iuin<io ccrclc situtf dans I'lnl^ruuu* 
du rectangle el en supprimaul do (R 4 ) les pel.! les parties litnil/uus 
par ees quarts dc ocrolc; la figure (S ( ) a hail eAlrt, <|nalre rcsoli- 
ligncs eL quatre circuhiircs. La fonelion j/ u no s'aumilc t no de- 
vienl inlinio ni sur Ic contour de (S<) ni a l'inl<Srieur; le principo 
tie la conservation de.s angles s'appliquc done saris ronlnolion ft lu 
iTpr^sonlalion conformc de (Si) par la forauile y j>//. Suppo* 
HOUS (juo lo point a parlc <lu sonunct de (Si) ilin!S sur l'ax des 
c|uantit<!s r^cilleS) dans Ic voisiriuge do o, puis drierivo le^ huit c^U?H 
clu contour dc(S) duns Ic sens direct; suivons Ic mouvernotil or* 
rcspondant du point /* p/^ 11 pariira d'un point irifittituonL 
ciloigncj vtit v H -|- oo, dc Pa\e dos quuuliUss rrielUsn ca HO inouvt'ii m* 
cot axe on &$o rapprochant du point /*, sunny parvcuiir, thlorim ap* 
proKimulivcmcnt, autour do ff ( comnus centre, mi demi-eerele irt^ 
Hnimcut ptiLit, fliluri dann In n f gi(n infiVioure du plan, nn tncuivm 
sur Paxo clos quantiuts r^cllcH eu so rapprocluuit dei r fl $ar** Tat^ 
ieindro, d^crira approximativomont, autour de c a oonime centre, 
uu dcuui-cciX'b iniiniinent petit Urn's clans la rfgwn iufdriinire du 
plan, m niouvra sur Tuacii des quamilcfc belles en o nippro^Uunt 
de r g SUUH l'atliadre ? ddcrirtt encore opproximulivitmcmlr! nuumr 
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de 3 comme centre, un demi-cercle infiniment petit situ^ dans la 
region inferieure du plan, recommencera a se mouvoir sur 1'axe 
des quantit^s rdclles jusque vers oo, cL ddcrira enfin approxima- 
tivement, dans la region infdrieure du plan, tin demi-cercle de 
rayon infiniment grand, de centre o, qui ira rejoindre le point de 
depart vers -j-oo. Dans 1'image, les mouvements rectilignes cor- 
respondent aux. c6t^s rectilignes de la figure (S 4 ) et n'onl pas bc- 
soin d'6tre expliqu<Ss davanlagc^ les mouvemcnls circulaires ap- 
proximalifs correspondent a la description dcs c6t6s circulaires 
de (Si); qu'ils soient ids que nous Tavons dit, c'est ce qui r6- 
sultc, pour les trois premiers, de ce que Ic d<5veloppement sui- 
vant les puissances de u dc la Ibnction paire ( p(w a -4-w) e a 
commence par un tcrmc en u*, pour Ic demi-cercle infiniment 
grand, dc ce quo le d6veloppemcnt dc j>& commence par &r* 2 . 

Dans Ic mouvomcot, Ic contour dc I'airc iafinimcnt grandc qui 
reprtf sonic (S ) CHt decril dans lo sens direct commc Ic contour 
dc (Hj). 11 on rri suite que si 1'on consid^rc un point y$ silu tk 
I'intc'ricur dc 1'airo qui forme Timngc de (S<), Ic vcclcur qui va 
dc cc point y au point mobile y qui d<Scrit Ic contour dc cctte 
image, tournc do TC quand Ic point u ddcril Ic contour dc (Hi); 
on on coriclut, en raisonnanl commc au n 508, quo l'6qualion 
(on f/)jKo"~= j)U ndmeiunc racinoctune seulc figur<5e par un point 
ini/jriour a (H ( ), cc qui cst conformc i cc ((tie i'ou a dit au ddbut. 
On voil done quo 1'image dc (IV) so fait sur la moittd infdricuro 
du plan cles y] le jxSrimetre dc (Rj) a son image sur 1'uxe des 
cfuaniiUta r6ellca : ee pdrimftlrc fail panic de la ligure (R); noas 
conviondronfl do regardcr les images deft cAl(S qui vonl do w< i 
o>*~t- <i>0 9 dc <i)||-ct) 8 i\ <i> 3 , de a> n ^ o, comme se foisanl sur les 
bords infdrtewfi dcs portions dc ecu pure qui vont de c^ & <? 4 , de e 
& e ? de e,^ ft ~OQ; quaut au oAlrf qui va do o & c*> 4 , son image est 
sur la portion non ooup6c de I'axe des quaniiuSs r6ellcs. La fone- 
tion argpjK osl alord4(inio sans ambiguIUi pour tous les points y 
de la moiiU iafdrieuro du plaja ckm y } y eomptis )esbord$ inB- 
rieim* den eoupures ; sa valour e&t celte raeitie uniqtie, ddfinie 
plus haul, do l^qnatioti yt=zpti f raeine figutde par uix point du 
rectaiogU (JR{) ou do ^on pdrimfctre. 

L'imaga du rectangle (il a ) se fait fiymdtri^uoment sur la partie 
sup (Sri cure du plan des y et pcrmct de complctcr la ddHnition de 
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la fonction arg py. Les images des cotes qui vonl de to 4 & w 4 o> 3 , 
de co 4 (i> 3 & to s , de co 3 a o, se font sur les bords supe- 
rieurs des portions de coupure qui vont dc e\ a *>, de ^ a <? a , detfa 
a oo, en sorte qiie les bords supdrieur eL infericur d'une con- 
pure sont les images de deux points diflcrents. On a prccis6mcnl 
inlroduit les coupures pour que les points du plan des u silu<Ss a 
rmt&cieur ou sur le perimetre du rectangle des p<5riodes (K) ol 
les points du plan des y sc corrcspondisscnt d'unc faoon uni~ 
voque. 



Les proprictes duoncdcs do la fonction argjpj'sonl. main- 
tenant dvidentes; cllc est liolomorphe dans le plan coupe'; on vortn 
dc la ihrforic dos fonctions implicates (note i, n 387). Quolqiuts 
an Ires propricStes dc la mfime fond ion se ddniscnl immrtdiato- 
mcnt des remarques suivantcs. 

Les parall^lcs aux cAlds du rectangle (R)ont pour images, darns 
le plan dcsy, des arcs dc courbcs <ilgbrifjuGs, comrnc il rdsultc 
de la forniulc d'acldition dc la fonction pa. Consu'd&rous on parti- 
culicr, dans le plan des a, le segment dodroitc cjui va dc 0)^ -) .] <<>*> 
^ |o a ; il partagc le rectangle (R,' on deux rectangles (/'<), (r 2 ) 
dont le second repose sur I'axo dos (juantit^s radios. 

La premiere formulc (LX 4 ), orj y supposant a- 3 cU on y fi- 
sant n r= u 1 ^ o> ft , donno 



Si w 7 cst rdclj les deux fuc tears qu! figurcni dann le premier 
membrc sont conjuguds; lour produil roprdsonto la dUlancc <lu 
pomL 4 yr-s^)(w / -^ ^cu 9 )au point <, distance qui cnt constunto on 
vcrtn do I 7 <5galit(5 mflmo; Ic point j>(X~f- i <o 3 ) cst done ur ! 
ccrclc (<? 9 ) dc cealro ^ ot do rajon A*(^?, ~ 8 ) ; IOH poinU ^,, ^^ 
sonl sym&riqucff (u a 5f)9) par rapport k co corcle; lontquo u* vurits 
do to, io, le point u '-+- ^6> 3 dcScrit dans lo plan doM (/ lo HOJ{- 
mont considdr^, ot sou imago j? ,- j>// ddorit^ dans lo plan do* jr t 
du point /^ a.j ^ 4- /'(^ 4 6*.,) au point <? : ^ 3 - /c(<*,, /), lu 
moiti6 du cerdo (j) siiudc au-dcsaou de l'ax dos qiianttt^ 
r^cllcs, puisquc u se meut dans (K,). l/image do (n) so full a 
HaUirieur do co demi-eorclo, cello de (r*) HIU* la region du demi- 
plan infdrieur qui ost on dchon. Ddsignonn par (/*)* Cr,) les ro* 
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tangles qui, dans le plan des w, sont, par rapport a Paxe des quan- 
titesr^elles, les symelriques des rectangles (r 2 ), (/^ ) ; lenrs images 
seront, dans le plan des y^ symetriques par rapport a 1'axe des 
quantit<s reelles des images de ces derniers rectangles; rimage 
du segment qui va de co< \ o> 3 a J to 3 se fait sur la moiti6 su- 
pdrieure du ccrcle (#3)* En repr^scntant par o) 4 f + co 8 1 1 la valeur 
de argpj/, | t 1 \ sera inferieur ou sup^rieur u , suivant que y sera 
exlerieur ou int^rieur au cercle (#3). On dcmontrerait de mme 
que 1'image du segment qui va de 4 fc>i ^3 a ~(o 1 4-to 3 est un 
cercle (e { ) dc centre e { ct do rayon k r (e\ e d ); suivant que le 
pointy cst exterieur ou inttfrieur a ce cercle (e<), [ t\ est inf^rieur 
ou super icur a ^. 

593. Uc l'(5galitc 



on d('xluit maintenant que I'intdgvalo / ^> ou, le chemin qui 

*/ 3t - - /Y 

va do^'n c'l y tt no traverse pas dc coupurc ct ou y/Y a le sens precise 1 



au d6but, a pour valour argj)^ argj)^,. Co res ul la I subsislo 
si le chemin d'httdgration suit le bord cl'unc coupur<^ sans la ira- 
versor. 

Si le clicmin d'iutcgration traverse la coupuro, nous convien- 
(Irons dc designer encore, on cha<|uo point do cc chcmin, par y/Y 
la function cloy, holomorphc dans Jo plan coupe dcsj^, d(5flnicau 
(I(H)ut, landin quo nous* d<5sigucroiKS par y/^ hi function obtenue 
put continuation, lo long tin chcmin d'itUegraUon, do la fonction 
<(iii co'iacidc avcc y/Y au cl(U>ut do cc chomin. Si cotlo fonction yY 
couiculail avoc y/Y avanl do travcrsor uuo coupuro 7 ou aurait rxd~ 
ccssaircmcrtt y^/X 1 " : v * m y/Y aprcVs avoir traverse! cetto coupuro, ot 

invorHcrucnt. Pour ((valuer Pintdgrale / -*^*i prise lo long d'un 

J Yi y/V 

ckemtn ({uclconq) qui petit traverser un nonibre quelconque dc 
(bis les ootipures et qui va d'un point quelconquojr* du plandosy 
& uti point quelconquc y* do cc plan, sans pa$Her toulefois par 
U$ poijuU ^i, e a? <^9i *l suffira de fractionner l<s chemin dotm^ en 
parties qtii resfcent ohacime dans le plan coup5 ei d T 6valuer 
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r&nent chacune des parties correspondantes en remplagant, sui- 
vant les cas, y/Y par y/Y oa par y/Y. 

Supposons, par exemple, que le chemin d'integralion traverse 
une seule fois la coupure de bas en haul en un point a* Nous dis- 
tinguerons les deux points a', a" qui coincident avec a, mais qui 
sont silues le premier sur le bord inferieur, le second sur le bord 
sup^rieur de la coupnre, et nous aurons 



ou 1'on doit prendre le signe inferieur dans le cas seulement oili 
1'on traverse la coupure entre e et e 3 . On aura done, en obser- 
vant la m6me rgle pour les signes, 



r } 
I 

J 



VJL 



,. 
= = (argpa'argpa'j - < 



d'ailleurs la premiere parenth^se se r^duila 2co i? 
vant que a est entre e\ el e 2 , e* et e 3 , <? 3 et a>. 

Nous nous contentons de signaler Jes r^sultats suivants^ que 
1'on peut d'ailleurs lire sur Ja figure (A), 



la seconde el la troisieiwc inl^grales ^tant prises sur le bord m/<f- 
rieur de la coupure. Si on les prenait sur Je bord supdrieur do la 
coupure, leurs valeurs changeraient de signe. 

Ces formules peuvcni fitre encore Writes sous Ics formes 



Pour g$ = o (e a = GJ e$ = e<, A* 2 = |), on a en parliculier 
co< = -^; la figure form^e par Jes quatre points o ; (o- 
est un carre. 
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II Evaluation des inte'grales de la forme 
C dy 

prises le long d'un ckemin quelconque, dans le cas oft. e% est un 
nombre reel et ou e lt e s sont des nombres imaginaires conjugues. 

59-i. Supposons maintenant que deux des racines de Y soient 
imaginaires. Reprenant les notations du n 56o, nous suppose- 
rons e { = AH- Bt, e% = A Ei\ e = 2 A, B> o; o^ et G> 3 *sont 
formes comme on l'a explique dans le meme numero, et sont des 
quantites conjuguees; on les calculera au moyen des Tableaux 
(CXXV; ou (CXXVIV Les quantites y/<? 2 e { , \/e* e% sont aussi 
conjuguees, comme il resulte, si Ton veut, des formules (XI 6 ). II 
est aise de verifier que les signes de la partie r^elle et du coeffi- 
cient de i dans y/Y ne peuvent changer que sur Taxe des quantites 
r^elles et sur I'hyperbole (H) qui, cette fois ? passe par les points 
e^ e 3 . Ces signes sont indiques sur la figure (B) du Tableau 
(CXXX1), en supposant y/Y > o pour les grandes valeurs posi- 
tives dejK- La figure (B) correspond au cas ou g$ ele% sonl posi- 
tifs; les modifications relatives aux autres cas n'^chapperont pas 
au lecteur; si en particulier g ^tait nul, I'hyperbole (H) se d^i- 
composerait en deux droites passant par Forigme et inclines de 
60 et de 120 sur 1'axe des quantites positives. 

Dans le plan des y^ du point e> comme centre, avec un rayon 
^gal & la quantity positive y/^ a e\ \Je^ e%, d^crivons un cercle 
que nous d6signerons dans ce qui suit par (#2); il passe par les 
points e\, e$ et rencontre 1'axe des quantites r^elles en un point m 
situ6 enlre e% ct +00, et en un point m f situ6 entre e% et oo. 
Observons de suite que Ton a, envertudes Aquations (XVL), (VII 9 ), 



/ 

w e -4- /e i ^i P ( 

j^r , , /O)^ ^OlX 

MG& e$ ' v $i e\ yes e$ s p f 1 . 

Pratiquoiu uae coupure alla^t de e^ a e a le long de ce cercle, en 
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passant par le point m, puis le long de 1'axe des quantites r6elles 
de m a oo. Le bord superieur de cette derniere coupure de oo 
a m sera suppose continue par le bord interieur de la coupure cir- 
culaire de m a e { ; le bord exterieur de la coupure circulaire va 
sans iaterruption de <^ a e 3 ; le bord interieur de la coupure cir- 
culaire de 3 a TH est continue par le bord infe"rieur de la coupure 
rectiligne de m & oo; le bord de chaque coupure est regarde 
comme faisant partie de la region du plan qu'il limile. Dans le 
plan coupe, y/Y est une fonction holomorphe de y. 

II existe une fonclion que nous designerons par arg py et qui 
jouit des proprietes suivantes : elle est holomorphe dans le plan 
coupe; en tout point de ce plan on a 



sa derivee est * endesignantpary/V la fonction holomorphe 

cise'e plus haul. Quandyn'estpas sur une coupure, on pent mettre 
argpj/ sous la forme 4 (w<+ co 3 ) t -f- (w ^\] t> ! > ou t el t 1 sont des 
nombres reels verifiant les conditions o <C <C !? * < 2 A < i ; 
t 1 est toujours de signe conlraire au coefficient de i dans y. 
Quand y est sur la coupure circulaire, argpy peut se mettre sous 
la forme j (o>< + &> 3 ) -f- (o> 3 to,)^; t { est compris entre ~ ct^ 
lorsque y est sur le bord exte"rieur de la coupure; t { est compris 
soit entre Jet i , soit entre ^ et i lorsque y est sur le bord 
interieur de la coupure suivant que y est dans Li rnoitie" sup<5~ 
riexire ou inf<5rieure du plan; en deux points qui coincident, 
mais sont sur deux bords opposes, la somme des valcurs de t { est 
egale ^ i. Quand y est sur la coupure recliligne, argpjK pent 
6lre mis sous la forme qz (o^ to^ + i (o)< + co 3 ) 1% on sous la 
forme rp(o> 3 <0|)l 2 9 suivant que y est compris entre m ct <> 2 ou 
entre e et co; on doit prendre les signes sup^rieurs ou inf<5- 
rieurs suivant que y est sur le bord superieur ou infdrieur; t% est 
r^el, compris entre o et i; en deux points qui coincident, mais 
sont sur deux bords opposes, lesvaleurs de ^ 2 sont les m6mes. En 
se reportant au Tableau (CXXIX 3 _, ) on peul done calculer dans 
tous les cas, sans ambiguit^, la valour de argjjy connaissant la 
valeur de \ 
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595. On arrive a ce resultat en etudiant 1'image obtenue dans 
le plan des y, par la transformation y = pu, du rectangle (R) 
dontles somniets sont .^(Scoi co 3 ), 4(3co. 5 oo.,), w 3 co i? 6)| o> 3 , 
rectangle dans lequel Fequation (en u}pu j* = oadmetune racine 
qui, en general, est unique; si toutefois cette racine est figure"e 
par un point du perirn&fre du rectangle, le point symetrique par 
rapport a Faxe des quantites reelles est aussi une racine. Ceci re- 
suite aisement de ce fait, que le losange dont les sommets sont o, 
2G>j, 20), H- aco 3? 20)3 est un parallelogramme des priodes, et de 
ce que la fonction pu prend des valeurs 6gales en des points sy- 
metriques soit par rapport & co l5 soit par rapport a co 3 . 

L'axe des quantites reelles du plan des u s^pare le rectangle (R) 
en deux rectangles (Ri), (Ra) dont le premier est situe* au-dessus 
de 1'axe; les images de ces deux rectangles etant sym6triques par 
rapport a 1'axe des quantites reelles du plan des y, il suffit d'6tu- 
dier Pimage du premier. On substitue, a cet effet, a ce rectangle 
(R.i) une figure infiniment voisine (S<) que Ton obtient en decri- 
vant a 1'int^rieur de (R<), avec des rayons infiniment petits, des 
points o, o>3 o> 1 et o> 3 comme centres, d'une part deux quarts de 
cercle, de Paulre nn demi-cercle, et en supprimantles petites par- 
ties de (R|) qui limitent ces quarts de cercle et ce demi-cercle. La 
figure (Sj) a huit c6ts, cinq rectilignes, trois circulaires. Dans 
cette figure et sur le contour, les fonctions pu, p'u sont holo- 
morphes, la seconde ne s'annule pas. Supposons que le point u 
parte du sommet de (S f ) infiniment voisin de o, situ sur 1'axe 
des quantites reelles, puis d^crive le contour de (S<) dans le sens 
direct. Son image y = p w, dans le plan des y, partira d'un point 
voisin de -f-oo, sur 1'axe des quantites reelles et suivrad'abord cet 
axe jusqu'au point m* A partir du point m, 1'image ypu se 
mouvra sur le cercle (<? 2 ) ainsi qu'il r6sulte de la formule 



' u 



a' i j e z i/ 

qui moutre qi^e la distance du point pu au point e 2 reste constante 
tant que le poiat u est sur la perpendiculaire & 1'axe des quaatit^s 
reelles men^e par|(a) 4 -+-to s ); quand u d^crirale c6t6 de (S^ qui 
va de ^(o><-+-o>a) ^ u0 point voisin de <o d , le Tp6inty = pu, partani 
de /n, suivra le cercle (e^) en desceada^t dans la regippi inf^neure 



12 CALCUI INTEGRAL. 

duplan desjr, comme il resulte du principe de la conservation 
des angles, et s'arrfitera en un point voisin de e 3 . Le point u de- 
crivant ensuitele petit demi-cercle autour de <o 3 , son image y=pu 
d^crira approximativement un petit cercle autour de 3 en tour- 
nant dans le sens indirect, comme il resulte du d^veloppement de 
<p(u> 3 4- ) suivant les puissances de u. Le point u decrivant le 
c6te suivant de (S|), soa image remonte le long da cercle (<jj) de 
e% a #2, en sorte que les images des trois cotes de (Si), qui relienl 
4(o> I -f-o> 3 ) a 4(3co 3 to,), forment un lacet a tige circulaire. 
Quand u ddcrit le c6t^ qui va de s(3o> 3 to,) a un point voisin 
de o> 3 0)4, son image va de m a un point voisin de e% sur 1'axe 
des quantit^s reelles. Quand u d^crit le quart de cercle autour de 
o>3 (!><, son image d^crit approximativemenl un demi-cercle in- 
finiment petit, de centre e^ en restant au-dessous de Faxe des 
quantitds reelles. Le c6ie suivant a son image sur I'axe des quan- 
til^s reelles, d'un point voisin de e% a un point voisin dc GO. 
Enfin le dernier c6td, le petit quart de cercle, a pour image un 
demi-cercle de centre o, de rayon infiniment grand. 

II serait ais de reconnahre que Tare du cercle (e) qui va de e$ 
a m r est Pirn age du segment qui va de eo s a 4(^3 >0- 

En r6ptant le raisonnemenl du n 508, on voit mainlcnanlque 
1'image de (R f ) remplit le dcmi-plan des y, au-dcssous de Paxc 
des quantit^s reelles. L'irnage de (R^) remplit done le dcmi-plan 
an-dessus. Ainsi 1'inaage de (R) remplit le plan toutenlier. II con- 
vient, pour la conlinuit^ ? de regardcr les images des portions du 
primtre qui vont de o & co 3 to< et dc o It a)| o> 3 comme sc 
faisant respectivement sur les .bords inf<5rieur ct supcSricur de la 
coupure rectiligne qui va de oo a <? 2 ; les images des c6tds qui 
vont de to 3 <o< & ^(3ci> 3 co^) etde o> 1 o> 3 In ^(3co, o) :) ) comme 
se faisant sur les bords inf^ricur el sup^rieur dc la coupure recti- 
ligne quiva de^a a m\ les images des portions de c6t(5 qui vont dc 
^(3o> 3 (o^) & o) a etde |(3o> 1 o>$) & to 4 , comme se faisant sur le 
bord int^rieur de la coupure circulaire qui va de m & e B el de m 
& a* ; enfin les images de la portion de c6t6 qui va de o>& 4 co 4 comme 
se faisant sur le bordexl&ricurdela coupure circulaire quivade e$ 
& e^. Cette description suffit, ea raisonnant comme au paragraphc 
tj a justifier la proposilioti atinouc^e; elie montre lan^- 
d'introduire les coupure^ consid^r^es, et doane les rensei- 
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gnemenis essentials sur les valeurs que prend la fonction argpj/- 
sur les borcls des coupures ( ' ). 

596. Les conclusions sont analogues a celles du paragraphe 
precedent et 1'on obtient aisement les reSsultats suivants : 



i _j?y __ r e * dr = 

-v/Y " J m -I/Y ~ 



(*) Des considerations toutes pareilles s'apphquent a la determination de Pin- 

/clx 
-p, out X (i X-} (i k~x?}, prise le long d'un chemin determine, 
yX 

lorsque A 2 est reel et plus petit que i. Dans le plan des a? on pratique deux cou- 
pures le long de I'axe des quantites reelles de + 1 a H- oo, de i a oo. La fonc- 
tion \/X assujettie a 6tre egale a i pour a?= o est alors definie sans ambiguite* 
dans tout le plan, y compns les bords supe>ieur et mf^rieur des coupures. Si I'on 

rsr 

considere la fonction sn (u \ T) formee au moyen de la quantite" t =-77- j ou K. 

JttL 

et K' ont le sens pre*cisd au n 521, il existe une fonction que nous de*signerons 
par arg sna? qui jouit des propne'tes suivantes : elle est ddfinie pour toute valeur 
de x apparlenant au plan coupe"; en tout point de ce plan elle ve>i fie la relation 

sn(argsna?) =57; sa derivde est -j=. ; on peut la mettre sous la forme K*H-iK'', 

yX. 

ou t et t f sont des nombres re*els compris entre i et H-I, et respectivementde 
monies signes que la partie re*elle et le coefficient de i dans x. Quand x n'est pas 
sur une coupure, t et t r sont diffe'rents de i. Quand x est sur la coupure de 
droite, argsna? est de la formo Krh tK'^ ou dbiK'-t-K^, suivant que x est 
entre i et y ou cntre = ct -f- oo; on doit prendre le signe supe'rieur ou le signe 

A K 

infe*neur suivant que x est sur le bord supe"ricur ou sur le bord infe"rieur; t l est 
r<Sei compris entre o et i ; on a, en particular, 

arg sn i r= K, arg sn j = zfc iK' -h K ; 

A, 

les valours de t L pour deux points qui coincident, mais appartiennent a deux 
bords diflfe'rcnts, sont 6gales. Quand x est sur la coupure de gauche, argsna? est 
de la forme K=t jK'^, ou dfc ^'K' K^ t , suivant que x est entre i ct - ou 

"T 

entre \ et ooj la signification de t l9 la r^gle des signes rcstent les m6mes; 
on a, en particulier, 



On parvlcat & oc re's'ultat ea faisant Pimage, sur le plan des #, 4u rectangle du 
plaa des u dont les somnoets feoat les points =b K =t iK.', image qui se d6duit par 
syoa^trie de cftlle du reotaogle dont les soraiaets soat o, K, Kn* tK!^ iKS, 
II est malaicaaat Qiair que, si Pon se donaea?, oa powra calouler argsna? saa^ 
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les deux dernieres Integrates elant prises le long des bords int&- 
rieurs de la coupure cireiilaire; 



' r e " <*y w 

/ - =, 

J m -VY a 



d r 

-~=a>i 0)3, 



ou, dans la seconde integrate, le chemin suit le bord inferieur 
de la coupure recliligne; 



= to 2 ou u> i o) 3 , 



suivantque e 2 est positif ounegatif ; dans cette derniere <5galil6 les 
valeursde\/Y se d^duisent par continuation de la supposition 
\/Y= \/Y pour les points y du chemin d'inl^gration silu6 en des- 
sous de Faxe des quantites rdelles. De ces formulas, on d^duit sans 
peine celles du Tableau (CXXX1); toutes ces formules se lisenl 
d'ailleurs sur la figure (B) du meme Tableau. 



III. Substitutions lineaires permettant de transformer 

dz dy 

en 7 



4 B^ -4- 6 G^J 2 -h 4 D.S H- E 



597. Nous allons montrer maintenant comment ton la 

tielle de la forme -^. 9 ou Z est un polynome quelconquc du troi- 

yZ 

si&me ou du quatri^me degr^ & racines in^gaies, se ramcsnc & une 
diff^rentielle de la forme '~ f ou Y = 4,7 ff%J' "33 pa^ 
une substitution lin^aire d^finie par 1'une ou 1'autre des formules 



ambiguity ^ Vaide des s6ries (CXXVIT 2 ), pourvu que, quand x cst sur une cou- 
pure, on disc sur quel bord il se trouve. II r<Ssulto de la th<Soric des foactions 
iwaplicites que arg sn.a? est u0e fonction Ixolomorphe dans le plan cowp<i dos #?. 
Les consequences de ces propositions, pour le calcul des integrates de la forrno 

T ott X (i a? 2 ) (i A: 2 a? 2 ), o < /:* < j, sont toutes semblablcs ^ celles qua 

oat e*te* d<5veloppees dans le texle pour les inUsgrales dc la forme /^-~^,; le 
leoteur les ^tablira sans peine. 



I -T 
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equivalentes de la forme 



_. 

j - ----- -. . , - _ - 

Y- 3 -*~ a Y Y ~ "^ a Y 

ou a, j3, Y> 3 sont des constantes telles que ao ^y so ^ 1 different 
de z6ro. Par ces formules, les points du plan des y el ceux da plan 
des z se correspondent d'une fagon univoque. 

Nous reunissons, dans ce qui suit, quelques proprietes geome- 
triques importantes de cette correspondance, grace auxquelles le 
lecteur n'aura aucuiie peine a ^tablir les r^sultats ult^rieurs. Nous 
supposons Y different de o, sans qubi la correspondance se r^dui- 
rait a une similitude. 

Nous design erons par T et s les points respectivement situes 

dans le plan des s et dans le plan desjy dont les affixes sont - et 

"N 

-; le point T correspond a y= oo, le point S a z = co. A Lout 

cercle ou droite du plan des z qui ne passe pas par T correspond 
nn cercle du plan des y, cercle qui passe par S s'il correspond it 
une droite. A tout cercle ou droite du plan des z qui passe par T 
correspond une droite du plan des y, laquelle passe par S si elle 
correspond & une droite. Ces propositions resultent de ce que la 
formule de transformation peut s'^crire 



y y* y* y* * ** z * z * 

en d^signant par ^,^29 JKs les points du plan des y qui correb- 
pondent aux points z^ z^, z$ du plan des #, lesquels peuvent ^tre 

pris arbitrairement. Si ['argument (trigonomdtrique) de ^ 
reste constant, en sorte que le point z d^crive un cercle passant 
par les points z\, z^ 1'argument de y ^^ 1 restera aussi constant, 
et le pointy ddcrira un cercle passant paries points y^y** De 
m6me 9 si la valeur absolue de '*"""'*'* reste constante, en sorte que 
le point js dtforive tm cercle par rapport auquel les points z {J a* 

soient sym^triques (n 559), la valeur absolue de ^T-^* resteri 

,/> j % 

constatite, eu sorte que le point y d6crira uja cercle (o 
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par rapport auquel les points y\ , y% seront symetriques. La trans- 
formation precedence conserve done la sjmetrie des points par 
rapport aux cercles et aux droites. La mme conclusion resulte 
ais&rnent da principe de la conservation des angles et de la consi- 
deration du faisceau de cercles orthogonaux a un cercle qui 
passent par deux points symetriques par rapport a ce cercle. Le 
centre d*im cercle et le point oo de son plan peuvent lre rcgardes 
comme symetriques. Si done on designe par (C) un cercle ou unc 
droite du plan des y, par (D) le cercle ou la droite du plan des z 
qui lui correspond, le centre de (D) sera le correspondant, dans le 
plan des s, du point du plan des y symetrique dc S par rapport 
a (C), le centre de (C) sera le correspondant, dans le plan cles r, 
du point du plan des^ symetrique de T par rapport a (D). Si (C) 
et (D) sont des cercles veri tables, les points S etT&ont x^espec- 
livement exterieurs tous les deux, ou intcrieurs tons les deux, aux 
cercles (C) et (D) ; dans le premier cas, les parties des plans des y 
etdes z respectivement exte>ieures ou inte*rieures aux cercles (C), 
(D) se correspondent; dans le second, la partic intericure i un 
cercle correspond a la parlie exlerieure a 1'aiUrc. Si T cst sur le 
cercle (D), (G) est une droite partageant le plan des y en deux 
regions; cclle qui contient S correspond a la region du plan des z 
exterieure a (D). De meme, si (D) esl une droite el (C) im veri- 
Lable cercle, passant necessairenient par S, la region du plan des s 
([iii contient T correspond a la region du plan des y cxUricurc an 
cercle (C). Si (D) el (C) bonldcux droites passant necessairemcri! 
la premiere par T ? la seeonde par S, la correspondance cntre les 
points des deux droites est aomographiquc, en sortc quc, si le 
points de*cril la droite (D) loujours dans lc m6me sens, en pas- 
sant par T, le point y sc meut sur la droite (C) en allant ton- 
jours dans lc mfime sens jusqu'au point & I'infmi dans cctte direc- 
tion, point qu'il atteint quand js arrive en T, passe brusqucmcrit, 
des quele points d^passe T, au point ^. I'infini dans FauLrc direc- 
tion et recommence a, se mouvoir dans lc meme sens que tout 
d'abord. 

Quand le point & de*crit une courbe continue qui ne passe pas 
par T 7 ce mouvement mfime d6finit 4k elxaquc inblant Ja r^g'ioa voi- 
sinc du plan des js qu'il a & sa droite ou sa gauche; de xndmo lc 
mouvemcnt correspondant du pointy- Jin vertu du priucipe de U 
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conservation des angles, les deux regions a droite se corres- 
pondent dans les deux plans, ainsi que les deux regions a gauche. 
Cette remarque s'applique naturellement aux cas qui viennent 
d'etre passes en revue. Faisons encore 1'observation suivante : 
si (C) et (D) sont deux droites correspondantes et si Ton fait 
tourner (D) uniformement autour de T ; (C) tournera uniforme- 
menl autour de s; les deux revolutions seront synchrones et les 
sens de rotation inverses. 

898. Par la substitution pre*cedente ? P expression differen- 
tielle ~^j ou Z est un polynome du troisieme oa du quatrieme 

degre, a racines inegales, se change identiquement en ~^? si 
1'on pose 



_ - _ ( iy+ } * 

v (a Y' 5 ,) a PT 

Y est un polynome da quatrieme degre, qui ne s'abaisse au troi- 
sieme que si - est racine de Z ou si, Z tant du troisieme degr6, 
est mil. 



Si le polynome Z = A.Z* -+- 4Bz*-+- 6Cs--h 4Dz -f- E est du 
quatri&me degr^ ; nous d^signerons scs racines, ranges dans un 
ordre qiie nous nous reservons de specifier, par !5 2 , ^ 3 , ^,; 
si nous ne voulons pas specifier cet ordre, nous d^signerons par 
\ p., v ? p les nombres i, 2, 3, 4 ranges dans un ordre determine 
quelconque et nous emploierons les notations ^x? ^^ ^v? -sp potir 
designer les racines. Si A est nul, nous supposerons X = 4 ? et 
c'est la racine ^ ou z h qui disparaitra, ou, si 1'on veut, deviendi^a 
infinic. 

Nous allons chercher a determiner les coefficients de la substi- 
tution lin(5aire dc fa<jon que Y soit de la forme 4y* g^y ^"a- 
A cet effet, nous choisirons d'abord une des racines dc Z pour li- 

gurcr a la place de - dans la formule de transformation qui lie y 

a ^? ? afm que Y soit du troisieme degr6 ; si nous ddsigaons la ra- 
cine choisie par s p , nous pouvons 6crix^e cette formule 



y y = - n 
n ^ 



T. et M. IV. 
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en designant par m et n des constantes. Le polynome Y, ordonne 
suivant les puissances de y -+ /* 3 prend alors la forme 



Y = 



ou Zp, Zp, Zp, Z designent ce que deviennent les derivees de Z 
pour js = s p ; il aura la forme voulue 4.7 3 gy g*s si Ton de- 
termine m et n par Jes conditions 

J. Z '=,< l^Zi+Iz"=o- 

//z, P ' ' m ? a p ^ ' 

on trouvera ensuite, par un calcul elenientaire, 

^ 2 = AE-H3G2 4BD, g* = AGE -h aBGD AD EB G; 

'2 et -3 sont les deux invariants de Ja forme Z; ils ne dependent 
pas de la racine x? p que Ton a choisie. 

Nous rappelons ici la composition des invariants ^o, -3, au 
moyen des racines de Z. Si 1'on pose 

on aura ( ' ) 
et 

\1 A3 



Si Z = as 3 -+- 3 6 s 2 4- 3 ex; -+- d est du troisiemt degr(S, on Iron- 
vera, pour les invariants g^ g^ les valeurs 

#2 =-(&* 

[Dans ce cas, Vexpression differcntielle --,1 se clxangerait encore 

yZ 

en ~=> par la substitution cnti6re j^-=: ^"^ ; > en supposanl 

.___. y -,-, jni 

v/Y et en conservant pour g el g% la mfimc sign&fica- 



() Kofr par exemple Ic Traitt d'Alg&bre supe'rieure dc M. n. Weber, t. I 
p. 2/{ 2 dc la Lraduction frao^aisc dc M. Griess. 
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lion; nous ne parlerons plus de cette substitution entiere, dont 
Petude n'offre aucune difficulte.] 

En resume, si, dans Pexpression differentielle -^ 9 on fait la 

, ^ z 

substitution 

<GXXXII l , *^ Sf ^--i*, 



, -p.-, 

p -** - -p 

ou p est une racine de Z 5 cette expression differentielle prend la 
forme ^ , ou Ton a Y = fy 3 ^>y ^ 3 . En deux points cor- 

y\ 

respondants y, z, c'est-a-dire en deux points dont les affixes sont 
liees par la relation (CXXXlIi), les valeurs des radicaux sont liees 
par la relation 



- 

Si Ton veut appliquer les remarques du 11 S97, on devra rem- 
placer T par s p et s par ^ Zp. 

Les racines e^ e^ e$ de Y se deduisent des racines de Z. Lors- 
que Z est du quatricme de^re, nous designerons respectiveinent 
par e a? ep, e r les valeurs de y qui correspondent (au sens prece- 
dent) aux valeurs z\^ z^ z^ de 5, le pointer du plan desy cor- 
respondanl a ^ p . Si Z est du troisidme degr6 3 nous d^signerons 
par ep, ^ r les valeurs de y qui correspondent respectiveinent a 
Sp,, ^ v : ce sont deux racines de Y; on trouve d'ailleurs aisement 

^ ry' ; T ry" 

p^ Z v , e r =^Z ( ,; 

la troisieme racine e a de Y apparait sur Texpression (a] de Y, 011 
I'on doit supposer Z ^= o; elle est /i = ~Zp = S; elle corres- 
pond au point oo du plan des z. 

599. Nous supposerons desormais que les coefficients de Z 
sont reels; il en sera de m6me de g^ g^ simme on a employ^ 
une substitution imaginaire. On a d^s lors, en faisant se corres- 
pondre les valeurs de y el de js 9 ainsi cjue les chemins d'int^gra- 
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tions et les valeurs des radicaux, 



pourvu que le chemin cTintegration relatif a la variable JK ne tra- 
verse pas de coupure dans le plan des y. II est Lien naturel de 
tracer dans le plan des s des conpures qui correspondent a celles 
duplan desy ; elles seronl les images, dans le plan des 5, des cotes 
du rectangle (R) du plan des u, resultant de la transformation 



et elles permettront de se passer de la variable intermediate y. 
Dans le plan des z coupe, y/Z sera d'ailleurs une fonclion holo- 
morphe de 5, definie, en lei point que 1'on voudra, par la for- 
mule (GXXXIL>) ? ou y/Y a le sens qui a ete prdcis6 dans Ics para- 
graphes precedents. A la verite, dans les applications, c'esl la 
determination de y/Z qui est donne*c, ct Ton en dcduit cello dc y/Y 
par la formule (CXXXI1 2 ); si la determination ainsi obtenuc pour 
y/Y est contraire a celle qui a 6te precise" e dans les paragraphcs 

pr^c^dents, la valeur de I ZjL sera cgale ^ arg ( pjv ; wspy"* 

*J z' y jft 

La construction des coupurcs (rectiligncs ou circulaires) du plan 
des 5 n'ofFre axicune difficult^ : il suffira, dans Ics dilfiSrciiLs cas, 
de se reporter atix proprietes g(5omdtriques que nous uvons rcitmies 
au n 897, et nous nous contcnierons d'expliquer nos notations ct 
dMnonccr les r^sultats csscntiels afin de rcndrc intelligiblcs Ics for- 
mules ct les figures de notrc Tableau dc formnles. 

Observons encore, cng6n(5ral, qu'on pent choisir arbiu*aircmcnl 
la racine js p qui figure dans la formule de transformation, main 
qu'il y a a vantage, quand on n'envisage que Ics valours rc'idles 
de^ qui rcndcnt Z positif, ^ cboisir une substitution retell e ot Lcllo 
cjne Ics valeurs corrcspondantcs de y soient supdricurcs aux ra- 
cines r^clles de Y, afin que Ics valeurs dc arg^pj^ soient rrtollcs; 
on vcrra que cela est possible, sauf dans le cas ou Ics rucincs dcZ 
sont toutes Ics quatre imaginaires. Dc m6mc, si 1'ou coanidcrait 
Ics valours r^elles dc z qui rcndcnt Z ncSgatif, il y aurait int<5~ 
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ret a choisir la substitution de facon que les valeurs correspon- 
dantes de y fussent inferieures aux: racines reelles de Y, de facon 
que argjry fut purement imaginaire. 

On pourraitj dans ce qui suit, suppOser que dans Z le coef- 
ficient de la plus haute puissance de z est positif, car si la fonc- 
tion \/Z est bien definie, il en sera de mme de la fonction 
\l Z=.i\/Zt', si done, le long d'un chemin determine, on sait 

effectuer Pintegrale / " r > on saura effectuer, le long du meme 
*J v ** 

chemin, 1'integrale / ~-j= 

J vZ 



IV. Gas oft A est nul. 

600. Examinons maintenant les differents cas. Supposons d'a- 
bord que Z = as* H- . . soit du troisieme degre; nous suppose- 
rons a ^> o ; s'il en etait autrement, on pourrait utiliser la remarque 
precedente; mais il vaudrait mieux, ici, commencer par changer js 
en ,3. 

11 y a lieu de distinguer deux cas suivant la nature des racines 
de Z. Si ces racines sont replies, toutes les substitutions seront 
replies, ainsi que les racines de Y; si Z n'a qu'une racine relle, 
il y aura une substitution reelle par laquelle corresponds, a la ra- 
cine reclle de Z, une racine reelle de Y; les deux autres racines 
de Y seront conjugue'es. 

Flagons-nous d'abord dans le cas ou les racines de Z sont reelles 
et d^signons-les par z\ , ^ a , ^ 3 en supposant z\ > z% ^> ^ 3 ; on sup- 
pose aussi, comnac d'habitude, <?i>e 2 ><?3. Ces suppositions, 
jointes aux relations, bien aisees a demontrer, 



a 



ou la corrcspondance entre les deux sysl&mes de racines est celle 
qui a ^t6 expliqu^e n 598, permettent de montrer que Ton a ne*- 
cessairemcnt a =r= p,. p = v ? y f^- Aux points oo, z^ z^, ^ p du plan 
des s correspondent les points e p? e vt e^ oo du plan des y. Gette 
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correspondance est donnee en detail par le Tableau suivant ])out* 
les differents cas p = T, 2, 3. 



a ^ o. 


p- I. 


P = * 


p^ 


z = oo 


r=l 


}- = e 2 


J"-*a 


*= 5j 


r = ^ 


r ei 


y zpoo 


^ = ^2 


r = ^ 


jK^ihcc 


J^ = 01 


.3 = *! 


r = qzco 


r-^a 


.7 =- #2 


Z = OO 


r=*i 


r = 


.r ~ e* 


Sga Z' p 


-1- 


- 


' -h 



La premiere coionne verticale contient les valeurs oo, 3 , /3 2 , 
Sj, -4- oo de z rangees par ordre de grandeurs croissantes; en face 
de ces valeurs, dans les colonnes suivantcs qui* sc rapportent aux 
diverses valeurs de p 5 sont placees les valeurs corrcspondantCh 
dey; les signes qi: oo que Ton trouve pour p =r= i ct p = \\ parmi 
ces valeurs signifient que, z croissant, y, qui dccrotl en general, 
passe brusquement de oo a -HOC quand z traverse In valour p ; 
le signe 00 du cas p = 2 signific au contrairc que y, qui croil 
en general avec 5, passe de -f-oo u oo quand s traverse la va~ 
leur ^2. Le Tableau donne^ en (in le bigne dc 7J^ n<iccssairc pour 
d^duire la definition de \JTL de celle de y/Y. Les images (les di- 
verses portions de coupure du plan des y so faisanl, dans le [>lan 
des js, sur 1'axe des quantites rdelles, s'apcrooivent intincJdiatc- 
mentdans les differents cas. Pour p = i ou 3, la rnoititS supciricun* 
du plan des & correspond a la moitie inf<5rieurc du plan dcsy; 
pour p = a, les moiti^s supdrieurcs des deux plans sc corres- 
pondent. 

Si z ne prcnd que des valeurs radios comprises cntre > oi | oo ? 
on prendra, dans les fo ramies (GXXX1J 1)M ) ot clans lo Tableau 
que nous venons d'crire, p ~ i ; si js cst compris enlrc z* ct 5 3 , 
on prendra soit p = a, soil p = ;5; aux valeurs dc z comprises 
cntre les limitcs d'int<%rat!ou correspondent alors des valeurs 
dc y comprises cntre e< et -J-QO. De mfiiuc, si-u ne prend que des 
valeurs rdelles qui rcndent r L negatif, on ckoisira p de maniftre 
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que, aux valeurs de z comprises entre les hmites d'integration, 
correspondent des valeurs de y comprises entre e$ et oo. On 
obtient ainsi les formules (CXXXIIl), ou il est toujours entendu 
que les quantites co J3 o> 3 sont definies au moyen de e i? e 2 , e 
comme au n S27. 

601. La m^thode s'applique naturellement au cas ou le poly- 
iiome Z serait le polynome 4<3 3 g^z g* et se reproduirait en 
quelque sorte par la substitution. Elle s'applique aussi tres ai- 
sement aux integrales du type 

ds 



oil s est egal a -4- i ou a i et ou n est tin nombre reel different 
de o et de zp i . On trouve ainsi que 1'expression 

i r 



se change en - J o ^ ^ 2 ^ ^ 3 sont donnes par les 

formules 



> 

quand on remplace s par Tune ou 1'autre des expressions 

rp 3 s yH- /i zfc a iSsydta/i-i-i =p 3 

ib 2/1 -H i ' /i Ss^qp/z a ? 3 SJK q^ /? ~h i ' 



les valeurs des radicaux y/4s(^ dzi) (/is i), \J hy* g*y 
sonl idles que leurs rapports soient respectivement 



T ) 2 



, . T . T 2 / T rt 7^ - I q= 2 71 

les racines e lf 2 ,u son ties troisnombres ^ ? r - ; j~ 
ranges par ordre de grandeur ddcroissante. Dans toutes ces for- 
mules, les signcs se correspondent. 

Si 1'on applique ces substitutions en supposant la variable d'in- 
t^gration r^elle, on. obtient en particulier les formules (CXXXIV). 

En remplagant 3 par oft et s par -+- 1, on voit que les formules 



2 
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- ,, . dx dy 

transiorment 1 expression . -- .-.- ..:. - ..-. en 

r a 9 



e,, 2 , 3 ontles determinations que nous venons d'ecrire 
etou 



sont telles que lears rapports soient respectivement 



;i dz 



En designant par h un nombre positif et en posant n == A 2 , on ob- 
tient, en particulier, les premieres formules (GXXXV) ; K., KJ y re- 
presentent (CX1X C ) les quantity x(A" 2 ), X^A- 2 ), oi\ Texpression 
de A" 2 au moyen de A est indique pour les diverses intograles 
enyisagees. 

Si Ton remplace dans les monies formules z par - et e par r , 
on voit que les formules 



transforment 1'expression -'.-=^ ...:.... - -:. ?=. en .= : 

* . // I I _ .tt \ / r rt*i \ i I rt^.l *. A.. 



ou ^05 g" 3? e i; e 2 , ^3 sont determines ])arlcs m^mcs relations pour 
e = i etoules determinations des radicaux y/( i-f-^?-)(i //^r a ), 

^JK 3 g*y S* sont te ^ es que leurs rapports soient res 
vement 



^ a 
"""2 



En dosignant par A un nombre positif et en posant n : - A 2 , on 
obtient, en particuller, les dernircs des formules (CXXXV). 

602. Flagons-nous maintenant dans le cas ou unc scale racinc 
de Z est r^ellc; nous la ddsignerons par 3% j nous ddsigncrons par 
x? < , ^3 les racines qui sont Ja premiere au-dessus, Ja sccondc au- 
dessous de 1'axe des quantit<5s rcclles, et nous nous bornerons a 
la seule substitution r(5elle, qui correspond ovidommcnt J\ la sup- 
position p s= 2. Pour ce qui est dc la fonction pa, on est clans Ic 
cas du n 565; on doit done supposer e% reel, C+ et <? 3 figurlH pr 
des points situds le premier au-dessus, le second au-dessous dc 
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Paxe des quantites reelles. Le nombre Z!> est reel et positif ; pour 
les valeurs reelles de y, z et y variant dans des sens contraires; 
la moitie superieure de Pun des plans correspond a la moitie in- 
ferieure de Pautre. Aux points oo, s 2 , z { , 3 du plan des 5, corres- 
pondent les points e>, oo, 3 , e { du plan des y. A la coupure qui 
va, dans le plan des y, sur Paxe des quantites replies, de e 2 a oo, 
correspond, dans le plan des 5, une coupure qui va de oo a 2 , 
le bord superieur de la coupure du plan des z correspondant au 
bord inferieur de la coupure du plan des y. Au cercle (e 2 ) du plan 
des y^ de centre e 2 et passant par e<, e$ correspond, dans le plan 
des 5, le cercle (s 2 ) de centre z 2 et passant par les points i3 3 ; 
au point y = m e* -\- | y'e 2 e\ \ e e$ j ou, dans le 
plan des y, le cercle (#2) rencontre, vers la droite, Paxe des 
quantites reelles, correspond, dans le plan des 5, le point 
J3 = M = 3% -f- Y/OJ z { y/5 2 3 | ou le cercle (s 2 ) rencontre, 
aussi vers la droite, 1'axe des quantites reelles. A la coupure rec- 
tiligne du plan des y qui va de m a e* correspond, dans le plan 
des ,5, la coupure recliligne qui va de M a -t-co, le bord superieur 
de la coupure du plan des s correspondant au bord inferieur de la 
coupure du plan desjK- Ala coupure circulaire du plan des y qui 
va de e { a <? 3 , en passant par m, correspond, dans le plan des 5, la 
coupure circulaire qui va de 3 a z\ en passant par M ; le bord in- 
terieur de 1'une des coupures correspond au bord exterieur de 
Pautre. Dans le plan des z ainsi coup6 ? y/Z est une fonction holo- 
morphe de js; elle est positive pour des valeurs replies de s un 
peu plus grandes que s 2 . La figure (C) du Tableau (CXXXVI) met 
en Evidence la correspondance directe entre la variable u et la va- 
riables. Elle correspond au cas ou 1'on a^ 2 > ^(s t + s 3 ) et ou, par 
suite, e 2 est posilif, en sorte que Pangle que font les deux vecleurs 
allant de o a co i et a co 3 est obtus. Dans tons les cas, les demi-cote*s 
du rectangle (R) qui vont respectivement de o a co 3 Oi et a 
o^ to n? ont leurs images sur les bords superieur et inferieur de 
la coupure qui va dc oo & z 2 ; les c6tes qui vont de co s co 4 a 
I(3w 3 coj) et de co i o) 3 & |(3cL>i o> 3 ) ont leurs images sur 
les bords superieur et inferieur de la coupure qui va de -f- oo & M ; 
les quarts de c6te"s qui vont de |(3to 3 <o 4 ) ^ o> 3 et de ^(3 w, o> 3 ) 
J eo, ont pour images les bords ext^rieurs des coupures circulaires 
qui vont de M & $4 et de M & 3 ; le demi-cdte* qui va de o> 3 a to^ a 
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pour image le bord interieur de la coup are circulaire qui va de ^ i 
a 3 . Les rectangles du plan des u designes sur la figure par (/, >, 
(r*) 9 (7*3)? (//,) ont respectivement pour images les regions (/*), 
(/'o) ? (rj), (r*) du plan des z. La demonstration des formules du 
Tableau (CXXXVI) n'offre des lors aucune difficult. 



V. Cas oft A n'est pas nuL 

603. Supposous maintenant que Z AsH- > . soit du qua- 
trieme degre. Plagons-nous d'abord dans le cas ou les qualre ra- 
cines de Z sont r^elles; les qualre substiuuions possibles el les 
racines de Y sont alors reelles. 

Nous supposerons5 ( >5 a >5 8 >5,; e^>e^e^ La relation 
g^nerale 



qu'il est aisd d'obtenir, permet de monirer que Ton a, qucl quo 
soit p, et en distinguant les deux suppositions A.^o, 

o, e { <? 3 - T L, ei'-e*- ~ M, < > ^ ( , - ^ N, A - 



On remarquera que Texpression qui repr<Ssenlc A" 2 pour A 'o, 
repr^sente A: /2 pour A '" o. 

La corrcspondance detaill^e des valours dex? et dc/cst donn<5c 
dans le Tableau suivanl, dont la description cst trop analogue a 
celle du Tableau precedent (n 600), pour que nous nous y ar~ 
rations, non plus qu'a cc qui conccrne le sens dans loqucl y vari<i 
avec x;, la correspondancc des coupures, colic des moitids infd- 
ricure ou sup&ieurc des deux plans, le choix qu'il convicnt do 
faire parmi les valeurs de p, suivant les cas, en appliquant les 
formulcs (GXXXlt ij2 ^), lorsqu'on nc considerc que des valeurs 
replies do 5, ou cnfm la deduction des formulcs (CXXKVII). 
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604. Supposons que les quatre racines de Z soientimagmaires. 
Nous nous bornerons au cas oft A est posilif; nous designerons 
par z { el ^ 4 les deux racines pour lesquelles le coefjficient de i est 
positif, ^, etant celle pour laqnelle la parlie reelle est la plus pe- 
tite; So et^ 3 designeront les racines conjnguees de 5, et ^ 4 . Toutes 
les substitutions sont imaginaires; mais il est aisd de voir que les 
racines e^ e z , e% sont reelles ; nous supposerons toujours 
Q\ >^2>^3- Nous choisirons la substitution qui correspond a 
la valeur 4 de p. Alors aux points ,, z^ -G 3 , js 4 , oo du plan des z 
correspondent les points e { , 2 , oo, s = T^ Z" du plan des y, et Ton a 



A L 

T L ' 



^-V 



A . 

7 



Les quatre points z\, z$, 3,^4 sontsurun cercle (c) dont nous 
designerons le centre, situ6 sur I'axe des quantit^s rdclles, par c, 
ct les points d'inlersection avec le mme axe par P, Q; P est sup- 
pos(5 droite. Le cercle (c) correspond a 1'axe des quantit^s reelles 
du plan dcsy. A I 5 axe des quantit^s reelles du plan des js corres- 
pond, dans le plan desy, un cercle par rapport auquel les points 
oo et e 3 doiveot 6tre sym^triques, ainsi que les points e\ et e a ; 
c'estdoncle cercle (e 3 )du n 592 ; le points est necessairementsur 
la circonf^rcnce de ce cercle 5 soient/?, q les points de rencontre 
de cette circonference avec Taxe desquanlit^s reelles; uous d^si- 
gnerons par/? I e point situ i droi te (entre e { et^) . Quand le pointy 
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decritcy/^-.Ajraxe desquantites reelles de oo a 4-00 il passe suc- 
cessivement paries points DO, q^ e%, e*, /?, e\ , -f-oo; le point cor- 
respondant z devra passer successivement par les points 4, Q, ^ 3 , 
^o, P, ,, x? 4 du cercle (c) : il se monvra dans le sens direct. Les 
points Q, P du plan des z correspondent respectivement aux 
points q, p du plan des y. Les regions du plan dcs z interieure 
etexterieure an cercle (c) correspondent respectivement aux moi- 
ties superieure et inferieure du plan des y. Le point S du plan 
des ^ est done sur la moitie inferieure du cercle (<2 3 ). Aux por- 
tions de coupures du plan des y qui vont de oo a e 3? de e$ a 2 ? 
de <?o a e\ correspondent, dans le plan des z^ les coupures circu- 
laires qui vont de z^ a 3 , de z$ a 2j de z% a z^ ; il n'y a pas dc 
coupure entre z, t et x?i . Le bord interieur de la coupure circu- 
laire dn plan des z correspond au bord siiperieur de la coupure 

rectiligne du plan des y. Pour definir y/Z au moyen de y/Y, il cst 

Z' 
commode d' avoir Fargument trig-onometrique du facteur ^^ 

qui figure dans la formule (CXXXII 2 ); des considerations facilcs 
de Geometric elementaire fournissent la r<!gle suivantc : soit A le 
second point d'intersection avec le cercle (c) dc la droitc qui 
joint Zr t a z\ sou B le second point d'intcrscction do cc numie 
cercle et de la parallele menee par A a Paxc des quaatites rccllcs : 
1'argument clierche csL mesure, en prcnant pour unit6 le rayon 
du cercle (c), par Fare qui va du point le plus haul dc co ccrclo 
au point B. On en conclut que la ibnction y/Z, holomorphc clans 
le plan dcs z coup<, est positive pour z r<Scl compris ctitrc l> et Q, 
negative pour les autres valours r^eiles de z. 

La figure (D) du Tableau (GKXXVJI1) iudiquc la corrcspon- 
dance enlrc Ics variables s et u. Le perimotrc du rectangle (R) 
du n S9'l fait son image sur Jcs coupures, les segments rectilignos 
qui vont de | co n a w,-f-^co 3 ct dc ^to :) a GO, ^-o),, ont leurs 
images sur la moiti(5 inferieure et la moiti superieure do la eir- 
conf^rence du cercle (0 3 ); au point S ^ Z'( du plan dewy cor- 
respond, dans le plan dcs G, le point oo, el, dans le plan cles u, un 
point u situe sur le segment qui va de ct> 3 a to, + ^ o> a ; le segment 
qui vade | <o a a U Q a pour image, dans le plau dos 5, la portion 
de Taxe dcs quantitds rdelles qui va dc Q a oo; le segment qui 
va de a & co< -h i o> 3 a pour image la portion dc 1'ax.e des quantitcSs 
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reelles qui va de -i-co a P; enfin le segment qui va de 0)3 a 
a co, <o 3 a pour Image la portion de 1'axe des quantites reelles 
qui va de Q a P. Enfin, on a indique sur la figure par les signes 
( r i )i ( r a)" ( r D? ( 7 "i> ' es regions du plan des z ou se font les images 
des petits rectangles (/- 4 ), (;V), (> 3 ), ( r s ). Ces explications suffi- 
ront au lecteur, pour etablir les formules (CXXXVIII) et pour 
reconnaitre en particulier comment on obtient les valeurs (reelles) 

Jd" 
-4 , quaud z est reel et varie entre des 
yZ 

limites convenables. Au surplus, une autre methode permettra 
bientot d'obtenir ces integrates, sans rintroduction de quantites 
imaginaires. Dans le cas ou Z cst bicarre et ou, regard^ comme un 
trinome du second degre en 2 , il a ses racines imaginaires, les 
quatre points z^ 2 , ^ 3? z^ du plan des z sont les sommets d'un 
rectangle; le point c coincide avec le point 05 dans le plan desj/-, 
le point s est a 1'intersection du cerclc (e s ) et de la parallle menee 
par le point Co a Taxe des imaginaires vers le bas. 

605. Les resultats precedents doivent etre modifies quand le 
ccrcle (c) devient une droite, c'est~a~dire quand les quatre ra- 
cines Zi, i>3 ^ 3 , ' t ont meme partie r^elle. Cette droite (c) est 
perpendiculaire [,/i- (E)] a 1'ax.e des quantites reelles qu'elle 
rencontre en un point P. On prend alors pour z^ cellc des quatre 
racines qui, sur la droite (c), cst figurce parle point le plus haut; 
en descendant sur cette droite on rencontre les points ,, P, 2 ? 3 
et Ton emploic la m6me substitution; la correspondance entre les 
racines i? z%, z% de Z et e t , e, e% de Y subsiste. Les coupures du 
plan clcs z vont, sur la droite (c), du point z* au point a 1'infini I 
vcrs le liautj puis de z { au point a 1'infini 3 vers le bas. Le point 
J co 3 a son image au point oo du plan des s, point avec lequel les 
points I, J ct les points code Taxe des quantites reelles doivent 
<Urc rcgardds comme confondus. Les petits rectangles (;- 4 ) ? (/* a ), 
( r s)? ( 7 '0 onl ' ^ eurs iwioges dans les quatre angles formes par 1'axc 
des (|uantit(Ss r<Scllcs et la droite (c). Des lors les applications ne 
comportonl pas de difficult^, ct Ton obtient en particulier les for- 
mules (CXXXVIII,).' 

606. Lorsque le polynome Z a deux racines imaginaires conju- 
gucies ct deux replies, nous d^signerons par z<> et Z A les deux ra- 
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cines reelles, en supposant z 2 >~< 5 P ar 1 la racine imaginaire 
dans laquelle le coefficient de i [est positif, par 3 sa conjuguee. 
Nous supposerons p egal a 2 ou a 4 pour avoir affaire aune substi- 
Lution reelle. Le polynome Y aura ime racine reelle e% et deux 
racines imaginaires e,, e 3 ; on suppose que - est positif. On 
trouve aisement les resultats suivants : 

A. A AN 

> o, ei e>= ~ L, a e 2 = T M, >> <?,, =^ T N, A* - - 

4 -4 4 lj 

- A _ A __ A ... 7o "M 

< o, *?! e a ^ - - L, QI 6* = 7 N, e 2 e 3 = r M, A 2 = y- 

Z^ est du signe de A, Z', de signe contraire; on en conclul d'unc 
part la determination de y/Z correspondant a celle de \/Y, puis, 
d'autre part, ce fait que pour des valeurs corrcspondantes reelles 
de s et de t 7, y variedans le m&ne sens que z, pour A>o, p = f\ 
et A<^ o, p = ^; dans le sens contraire pour A> o, p = 2 cl 
A < o ? p = 4 . Suivant que y et 5, supposes reels, varienl, ou non, 
dans le meme sens, les parties superieures (ou inferieurcs) des 
deux plans 'des y et des z se correspondent, ou non. Dans le pre- 
mier cas Si, 3 correspondent a #<, ^ 3 ; dans le second, s,, s a cor- 
respondent a e 3 , e<. 

Au cercle (e 2 ) du plan des JK, cercle qui a pour centre e ol qui 
passe par <?<, e 3 , correspond dans le plan des s un cercle (c) pas- 
sant par <, 3 et par rapport auqueJ sont sjmctrrqucs les points 
^2, z* correspondants des points^, oo (ou oo, e*] dn plan des JK* II 

v a lieu de dislinguer trois cas, suivant que le rapj)orl o =--. '-* 

Cj[ ^5/ ( 

est plus grand que un, plus petit que un, cgal a un. Dans lo pre- 
mier cas c'cst le pointy, ct dans le second le point s a qui CHI 
ixuerieur & (c). Ces points correspondent, dans un certain ordrc 
qui depend de la valour de p, aux points oo et <? a du plan des y, 
et 1'cxamcn de cclte corrcspondancc pcrmct dc rcconnailrc, dans 
les diflTdrents cas possibles, si les regions intdrieurcs (ou exl<5- 
rieurcs) des deux cercles (c) ct (c a ) sc correspondent ou non. 
Les regions dc mfimc nom se correspondent pour p *, S ; - i 
tp =-= 4? 2 < r ; elles ne sc correspondent pas pour p ^a, 3<^ i? 
ni pour p = /{, S > i. En combinantccs renseignemcntsavec ccux 
que I'on a sur le sens dans Icquel varic y quaad s 
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par vale urs reelles, de oca -hoc, on reconnait aisement com- 
ment sont disposes, dans le plan des z, ies points d'intersec- 
lion M, M' du cercle (c) avec 1'ax.e des quantites reelles qui cor- 
respondent respectivement aux. points m et m' du cercle (e 2 ) situes 
sur 1'axe des quantites reelles, et comment, dans le plan des y, 
est situe le point S qui correspond au point oo du plan des z. On 
a d'ailleurs 



ou il faut prendre Ies signes superieurs ou Ies signes inferieurs, 
suivant que Ton a A^o. Dans le troisieme cas ou o est egal a i , le 
cercle (c) se reduit a la droite qui passe par Ies points <, 3. Le 
milieu des points 2 > ., est alors le point M' ou le point M; et le 
point S coincide avec Tun des points m, m r . Voici le resume de 
ces divers renseignements : 

Suivant que 1'on a p = 2 ou p = 4? on a sgn^: = sgnA et 

/Z 

leb valeurs e^ cc ou oo, e de y correspondent aux valeurs 5^, z* 

/Y 
de 5. Suivant que 1'on a sgn ~= = zq=r,jr et varient, ou non,dans 

v/z 

]c mferne sens. Le Tableau suivant indique, selon Ies cas, com- 
ment bont rangees Jes quantites >^ 2 ? ^i? M> M A ou m, m 1 ', e^ S. 

A > o 



( 
A < o 

p = 2, o < i r A > o, m'< <?s < s < /??. 

ou j 

p == 4, 3 > i ( A < o, m'< s <e z < m\ 



ou 



A > o, 
A < o, 



p = 4, o < r 

A; o, 8 = 

A < o, o = 

gt 

En combinaut Ies rcSsultats indiqu^s par ce Tableau a ceux que 
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Pon troave sur la figure (B) du Tableau (CXXXI), on obtienl 
immediatement Ja correspondance entre les variables z et u. Le 
perimetre du rectangle (R) du n 595 fait son image sur les cou- 
pures du plan des -s. 

II n'y a plus maintenant aucune difficulte a elablir les for- 
mules(CXXXIX). 



VI. Reduction & la forme de Legendre. 



607. On peut, ainsi que Legendre 1'a remarque, ramener unc 
expression diiKrentielle -y==, ou Ton suppose le polynomc 



R(s) = A(s s^ (s 5 2 ) (s 5 3 ) (5 5,) du quaLrieme degre, 

a racines inegales, au type ^=j ou V est un polynome du second 

/V 

degr en (^ 2 , au raoyen d'une substitulion lineaire s = - > 

dans laquelle /? et q ont des valeurs convenablcmcnl choisics. 
Quels que soient p et q on a, en effet, 



en egalant a z&o le coefficienl de 9 dans le produil des deux pre- 
miers facleurs sous le radical, ainsi que dans le produil des deux 
dcrniers facteurs, cc qui determine p ct q par les conditions 



5s -h 



le second membre dc J'cSgalilc prdc^denle sc rdduit & unc expres- 
sion dc la forme 



oil a d^signe unc consume qu'il csl ais6 d'(5valucr au inoycu de 
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A 3 Sj, ,s 2 , 33 ^j. Lorsqueles coefficients du poiynome donnePt(^) 
sont reels, cette constante a, ainsi quc les valeurs de p et de a 
sont manifestement reelles; dans ce cas a et b designeront des 
nombres reels et positifs : on supposera a<^b. 

Le seul cas oiip et^rne seraient pas determines paries formules 
precedences serai t celui ou I'on aurait^-i-> = ^ 3 -f-,3 4 ; maisalors 
onn^certainementpas^ i -~S3==^:>--h,s 4 ; il suffiradoncde trans- 
poser, dans Tegalite precedente qui a lieu quels que soient p el q, 
le second et le troisieme facteur sous le radical, apres quoi la re- 
duction au type -j= se fera comme on vient de 1'indiquer. 



608. Si, dans Pexpression ~^ oi\ V -= ~ (i a a ^ 2 )(i 6 J ^ 2 ) 

Ton fait 

</ -== b c, b c = ./ , 

on retombe sur I'un des tjpes envisages au n 601, et il suffirait 
de se reporter a ce nume"ro ponr y trouver les substitutions 
lincaires en x- y qui ramenent Pexpression obtentie a une expres- 
sion dc la forme 



ou e, -T- c>* -+- <>* ^= o. Mais, au lieu de ces suLstitutions ? il est sou- 
vent commode, quand a et b sont reels, et ? par suite, c compris 
cntre o ct i, de se servir des substitutions du premier degre en x- 
et (P 2 donnccs par Legendre dans les divers cas qui peuvent se pre- 
senter lorsqu'on combine de toutes les mani&res possibles les 
signcs ~h, -- qui figurent sous le radical, substitutions qui per- 
mcLlenl, dc ramcnor 1'cxpression -JL a nne expression dc la forme 

-==> ou W : ( i - w*) (i - - /r a (T> a ), A" etant un nombre reel com- 



pris cntrc o et i , 

Nous supposons dans les formules qui suivent a et (v reels, 
c positif ainsi que A'--= \J \ /c 2 *, w ne doit prendre que les va- 
leurs comprises entrc i et -H i ; pour chacnne des transforma- 
tions, x est par consequent suppose compris entre les lirnites qui 
rcSsultent dc cctte liypotliese, en vertu de la formule m6me de 
transformation; dans ces conditions les quantite's sous le i^adical 
T. et M. - IV. 3 
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sont positives. Les radicaux eux-memes sont supposes positif^; 
enfin s, s' dsignent des quantites egales a db i, ajant respective- 
ment les signes de x et de tv. 

w ; dx __ dw 

"~ I/ ~"" ~7^' 



. dx dw 

A = , ~- ' - S A. -~^= > 

/W 



VL ^i, 

/(a?* 0(n-c*ir*) /W 



7 __ T dx 

""~ 



1 "^ 02 /(a? a -h-iX cSa?2 
s\/ 1 (t c 2 )(P 2 , / - - dx 

, " _ V _ '_ _ A. _ ./ T x2 _ 

* ~"~ - ~ " 



_ , . , 

_. ss A 



A ces transformations, il convient d'adjoindre les deux sui- 
vantes qui sont Iin6aires : les radicaux sont to uj ours supposes 
positifs. 

- i -i- w -|- \/c< (I v) , __ / t 

i/C .7? . --- /--" ' ^ I ~~ 

t <^~- ye (T-H v ; \i H- 



r) 



11 est ais<5 de deduire a nouveau, de ces relations difnSrcnticllcs, 
les valours des Jntdgrales qui fi^urent dans le Tableau (CXXXV). 

609. Lors(|iic les raciues de s sout reelles, si J'on fait, dans Pex- 
[>ression ~ y la substitution 



" P^ sin T cos ? 
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011 tr ouve 

dz 3. do 



Supposons d'abord A positif. Si z est comprJs entre z { et -f- oc, 
on entre co et c,, on supposera X = i , JJL = 2, v = 3, p = 4*; 
quand 5 varie de c, a 4- co ou dc oo a ;:,, cp varie de o a o ou 

dc cp a ^, en designant par y 1'arc compris entre o et - donl la 

^i ti 

langente esl egale a i. ^- -^ ' - Si ^ est compris entre ^ 3 et 5 2 , 

r ^1 ' ^3 i " 

on prendra 7w = 3, [x = 4, v = i , p r= 2 ; quand z varie de ^ 3 a ^>, 
<y varie de o a En donnant aux radican\ leur signification arith- 
m^tique, on aura 

dz <fo 



/Z v/AL v/i X: 2 sin 2 cp L 

Supposons ensuite A negatif. Si z est compris entre z 4 et 3 , on 
prendra X = 4 7 [.x r , v = a, p 3 ; quand s varie de s 4 a ^ 3l 

<p varie de o a - Si z est compris entre 5 2 et z^ , on prendra X= 2, 
[ji =^: 3, v = 4? p -- i ; quand z varie de z> 2 a ^ 1? cp varie de o a ~- 

En donnant encore aux radicaux leur signification arithmetique, 

on aura 

^^ ^ <^cp , _^ M 

/Z "" / AL /i A-"sin*p ' "" L * 

II est aise de deduirc a nouveau de ces relations differentielles 
Ics valours dcs intc^grales qui jfigurcnt clans le Tableau (CXXXV). 



VII. Substitution quadratique. 

610. Nous allons monlrcr main tenant comment la reduction a 
la forme normalc - --. de toutcs les diffrentiellesde la forme -^, 

<>Ci T L est u n polynomc quelconquc en s 9 du iroisi&me ou du 
<[iiatvi6mc degr6, peul s'effcctucr an moyen d'une substitution du 
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second degre. Noiib nous bornerons au cas ou ie polynome Z a ses 
coefficients reels et admet au moins deux racines imaginaires; 
Pmteret de cette derniere supposition consiste en ce que Ton 
pent alors choisir une substitution reelle telle que les racines du 
polynome transforme soient aussi reelles, ce que Ton ne pent faire 
par une substitution lineaire. Les modifications qu'il y aurait a 
apporter a quelques-uns des resultats suivants, si Ton ne se trou- 
vait pas dans le cas auquel nous nous Umitons, n'echappcronl pas 

au lecleur. 

Rappelonsd'abordquelques propositions elemenlaircs relatives 

a la fraction x = ~> ou U = as* -t- P* + y, V = a's* + $'s + f 
sont des trinomes du second degrc en z, a coefficients reels; nous 
n'excluons pas Ie cas ou a! est nul. La derivee de cclte fraction 
s'annule pour les racines ^, ^ 3 de liquation du second degr<? en s, 

(a) <p(-5) = U'V UV' = (a|3' a'p)xj 2 ^ >(/ a 'v) - + Pr' P'lf = - 
Les valeurs x^ x* de x qui correspondent a ^,, ^ s'obtienncnt 
en remplacant xs par , , sa dans y j OLl """cux dans la fraction du 
premier degre -7 ; x^x* boat reels en memo icinps <|uc; ^, ?. 
Quand ^ est egal a ^r < ou a # 8 , Ic polyiiouie en 5, U V.-P, ayant 
une racine commune avec sa de>iv<c, est un cariv parfail ct csl ? 
par suite, egal a (a a' a;,) (s ^) a 11 ^ ( a ~ a/ ^) ( 5 ~ ^) a - 
On en conclut qae ^r i? ^ sont los racines de liquation en ^r 

<6) ^(a?)==(p'a? P) 4 (' *)CY ; ^ Y) ^ ' 

qui exprimeque Tcquationcn^, U V.r- --o,a scs racines cgalcs. 
Des rcmarqucs anterieurcs ct des relations 



il resulle que Jc polynome en s, V 3 ^ (y)' csl tfgal au oam'j <!( 
9(5) muliiplie par un factcur constant que 1'on trouvc aisdmcnl 
titrc 6gal a i en comparanl les coefficients de s* ; on a clone 1'i- 
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Quand les racines de V sont imaginaires, la realite des quan- 
tites i, $, x { , j? 3 apparait aisement sur les equations (en, (L>}. 
En eflfet, d'une part, en remplacant, dans f(^) = U'V UV, 

3' 
z par la racine r ' de V, on Irouve le meme resultat qu^en fai- 

sant la mme substitution dans U'V; or V est alors du m&me signe 
que a'; U' se reduit a g ' " '* TJ A V est done de meme signe qne 

a 7 ^ a[3', c"est-a-dire de signe contraire an coefficient de s 2 
dans <p(s>; ^ et ^ 3 sont done reels et coniprennent entre eux le 

Of 

nombre -- ^-,- D'autre part, si dans fy(&) on remplace x soit 
par -7 soit par ~ le resultat est positif, par consequent de signe 
contraire au coefficient de x- dans A#; x { , x% sont done reels 



et comprenncnt entre cux -,> 7- Enfin, comme x\ et x% se de- 
duisent de J^ i? ^ 3 en remplacant s par ^ i? ;} dans a ^"^~ ^, ? on a 



puisquc , est compris entre s* et t^ 3 le denominateur est ne- 

gatif; il en resulte que sij ^3 sont ranges, ou non, dans le mme 
ordre de grandeur que x\, x%, suivant que ap' a' (3 est negatif 
ou positiT 

Dans le cas que nous aurons encore a examiner, ou U a ses ra~ 
cines imaginaires el oil a' est mil, on voit de m6me que J^, ^ sont 

reels el comprennent la racine deV; que x\,x$ sont de signes 

contraires, parce queletir produit est n^gatif; enfin que^ 4 , ^ sont 
raug<5s, ou non, dans le m^me ordre de grandeur que # 1? x%, sui- 
vant que a (3' est positif ou n^gatif. 

611. Ceci pos^, dcisignons par Z un polynome du troisicme ou 
du quatri(!'mc degrcS, a coefficients r^els, admettant deux vacines 
imaginaires conjugu(5es s,,^ a ; nous d(5signcrons par 5 a , s\ les 
deux autres racines (r^elles ou imaginaires conjugu^es) si Z est 
du qualri^mc clegrc?, par j^ 2 la racine r^elle unique si Z esl du 
iroisiome dcgr<5, en sorteque, enddsignantparA, a des constantes, 
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Z sera, suivanl les cas, de 1'une on de 1'autre des deux formes 



Dans la differenlielle -^? nous ferons la substitution .r = y? 

/Z 

en posant 

U =('5 ^)(^ ^ v , V-= (5 sou *B), 

si Z est dn quatrieme degre ; 

U=- I 5-50(5 -*3). V=5-S 2 , 

si Z est du troisieme; les coefficients a, . . . , y' de U, V sont r<cls 
et s'expnment immediatemcnL au moyen des racines de Z. On 
aura alors, en convenant de remplacer A par a quand Z est du 
troisieme 



d'ou, a cause de I'identite (c ), 

/r , YTN dz \ r dx dx 

\ l^A.JL) r =r - --7- -_ =: ---_"'__ 

/Z cp(s)//W /Aa?^( 
les radicau x etant lies par la relation 



qui montrcj en supposanl Lout z % eel, quo les radicaux sonl on uon 
dc meme signe, suivant quo <p(^) est positif ou n<5gat!f. La m6nno 
cgalitd montrc que Z et A#<L(#) sont de memo signc pour des 
valours correspondantes dc x ct de z. 

612. Plagons-uous d'ahord dans Jo cas, ou Z ctant du troisieme 
degr6 ? (J a ses racines imaginaircs; ^ ct t^;j sont alors r<3cls; <rj 
supposanl C< >> C } , on aura, par les rcmarqucs pr6c6dcntcs, 



-= a Si - 5, -- -s 8 , ^" 3 a.- a Ct *i 

Si >' *2 > C3) ^1 ^* > 0? 3 , 
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Pour que y/Z soil reel, z doit lre compris entre oc el z ou 
entre z 2 et H- oc : suivant que a est negatif ou positif. Le Tableau 
suivant indique la correspondence entre les valeurs de z et celles 
de x\> dans la premiere ligne les valeurs de z sont rangees par 
ordre de grandeur croissante; la troisieme lig-ne contient le signe 
de p(^); x augmente on dimiaue quand z croit, suivanl que ce 
signe est -f- ou ; x% est un maximum, x { un minimum : 



Signe de <p(<z) \ -- 

Dans Pesalite - .1 = -'"T- ,_z _ r^.-- , , > on prendradonc 

r 



le signe superieur ou le signe inferieur buivant que z n'est pas ou 
est compris entre 3 et ^ { . 

En apphquant par exernple ie resultat a la differentielle 

_ --- .r ? ou I'on suppose e-> reel, e^ e% imaginaires con- 

/43-- ^2- ,^3 

juguees, en sorte que, comme on I'a fail observer au n 594, 
sont aussi imaginaires conjugates, on est 



f \ /* 1 I * *>"* ~T~ ^23 "H~~ | ^3 i f 

amene a taire la substitution x = --- =- -- ^ et les uuanlites 

z e* > 

design^es plus liaut par ^ )? t^, ^? l? ^ 3 sont ici 



Au lieu de cctte substitution, afin d'obtenir un poljnome dans le- 
quel la somme des racines soit nulle, faisant la substitution 



y ~ 

* 



nous obtiendrons la relation 

} 
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en posant 

> o^ \ 

^3 = ^2 4-4 ( <?] -^ ~;- ) 



S = 9. <? 2 i 



LI imporle de remarquer que les quantity's Ei, Eo, E 3 sont reelles. 
En supposant z > e^ on aura x ^> 3?i, done j r > E i7 et Ton devra 
prendre, dans le second membre de Tequation (/), le signe -+- ou 
le signe , suivant que s est compris entre ^ et -I- oo, ou enlre 
<? 2 et ^ ; si x? doit varier a la fois dans les deux intervalles, on 
fractionnera 1'integrale. 

Le resultat que nous obtenons ainsi coincide avec la relation 



qui resulte aisement des formules (KXII) on (XXLV) el des fbr- 
mules de transformation lin^oire. 

613. Supposons main ten ant que Z soil du qualrienic dcgro, on 
aura alors 



-S! - - 3 ) .S 2 9 ( ^jj C;, - ^ ^3 ) S 



_ '> ( "gg H ii ^i s.) 

1 3 " 



puis, en posant 



(GXU) 



- art) (a? ^ 
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Ilfauttoutefois remarquer que cellesdeces formulesou ligurent 
1? ,% doivent etre modifiees si 0(5) se reduit au premier degre, 
c'est-a-dire si 2 -f- ^\ z\ -3 est mil; nous ecartons ce cas pro- 

visoirement. Les quantites 1? 3, x^ , x^ sont reelles; r * 1 "*" ~* est 
compris entre si et 3? i et 9~^ sont compris entre&i et a? 3 . Si 2 

et ^s sont reels, x\ et ^r 3 sont de signes contraires ; d'ailleurs f(5 2 ) 
et 9(^4) sont de signes contraires; il y a done une des racines s< 
et 3 comprise entre 2 et z 4 . Si s 2 et ^ 4 sont imaginaires, ^? 1 et ^r 3 , 
qui sont de m^me signe, sont positifs, puisque Tun de ces nombres 
est plus grand que i ; nous prendrons pour x { le plus grand des 
deux; A { est de signe contraire a A. Nous avons tout ce qu'il faut 
pour dresser le Tableau suivant, comportani deux cas suivant le 
signe de s 2 -+- %\ ^\ -37 dans chaque cas la premiere ligne 
contient les valeurs remarquables de 5 rangees par ordre de gran- 
deur croissante; la derniere ligne contient les signes de cp(s) dans 
chaque intervalle; suivant que ce signe est -h ou , x regard^ 
comme une fonction de s est tine fonclion croissante ou decrois- 
sante. Enfin, on a fait figurer et z k parmi les valeurs remar- 
([uables de z en choisissant r 2 < ^ 4 . Ces quantites, ainsi que les 
valeurs zro de x qui leur correspondent, doivent etre effacees si 
elles sont imaginaires. 



sc 
Signe de <p(-c) 



Signe de 



00 5 2 Q, t 

i o .r.j 

J-. ...... _ ._ I 



Lorsque JG S el Z A sont reels, A peut tre positif ou uegatif ; dans 
le premier cas, js doit 6tre compris entre oo et .So ou entre r, 
et -f-oo; dans le second caSj entre 2 et z*. Si Ton a, par exemple, 
5i-l-5i >>jC|4-3 ? A>o, G<O, o: est posilif et plus petit 
qne x\ ; d'aillcurs A, est ncigatif ; la quantit6 A< (x x { }(x #3) 
esl positive. Les deux radicau* doivent tre pri& avec le mme 
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signe tant que z reste compris entre oc et ^, avec des signes 
contraires tant que z est compris entre i et z 2 ; si 5 traverse la 
valeur ,, Ie chemin d'integratiou devra etre fractionne de la li- 
mite inferieure a <, de , a la limite superieure. Le Tableau pre- 
cedent permettra dans tous les cas de supprimer toute ambiguitc. 

Si^ 2 > z, t sont imaginaires, A doit etre suppose positif, done A , 
negatif. On reconnait sans peine que x doil etre com[)ris entree, 
et x 3 , et le Tableau permet toujours de lever Pambiguite de signe. 

II reste a examiner le cas ou Ton a z -h "\ = -i + ^a- Liqua- 
tion (a) se reduit alors a 



La formule (CXLI) subsiste; inais il convient de remarquer que 
Tune des racines x\ y x% est dgale a i et que 1'autre est ^gale a 
on a ( j' a iH eurs Jans ce cas, 



on aura done 



si Ton a 



^ 3 ^ i dans le cas coiitrairc. Lc Tableau qui donne Ja correspon- 
dance des valenrs de z el de x est alors le suivant : 



3 
SS 




Signe de <p(,s ) 



Quant a la supposition s^ = - ^1^3, on doit la rejcter, car alors 
les deux racines 0, z> t seraient tfgales anx racines z i: ;) . 

614. Eu appli([uani cc qui precede au cas ou Z c&i un trinoinc 
bicarre ayant au moins deux racines imaginaircs, ou obticnt les 
rdsuJlats suivanls, dans Icsqucls on a fait iigurer d'abord la trans- 



EVALUATION DES INTEGRALES LE LOSG D\'N CBEHIX QUELCOSQUE. 43 

formation employee, puis les limites eatre lesquelles doivenlrester 
Jes variables pour que les expressions sous le^ radicaux soient po- 
sitives, enfin la relation differentielle. Tout est suppose reel. 



^ 2 I 



A- o 



c/s.sgn:; 



__- 
dx 



compris entre i et -- 
A 2 



| v/4 Aa?(i a?)(c*a7 



^ cos0 -:- 



- - s 
-2 <rz cos 6 



i 
x compris entre tang 2 - et -~ 



tang 2 - 



^- 



'J cos0 



r^j cosO 4~ 



/ / A ft \ / " A A 

V/' i6Ar 2 ^ (a? sin 2 cos 2 - ) (sin 2 a? cos 2 - 
V '* a/ \ a 

Lc lecieur pourra appliquer ces formules aux difFerentielles 
d$ dz dz 



615- Lorsque non seulemenl les coefilcicnts de Z mais aussi 
le cliemin d'iutegration est reel, on a maintenaut tout ce qu'il 
faut pour ramener direclemeiU revaluation d'une int^grale quel- 

conque de la forme /--,= a celle d'une int^grale du type nor- 

J y r /i 

rnal do Weierstrass C--3~, on a celle d'une integrate du type 

j - y Y 

normal de Legcndre ^-7=-- ----^=^=-?==9 ou A" 2 est reel et com- 
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pris entre o et i. On evite ainsi les transformations que nous 
avoas e tu dices a la fin du Chapitre VII du Tome TIL 

Quand les racines de Z sont Loutes reelfes, on fera Pune des 
transformations lineaires indiquees ; dans le cas conlraire, on 
commencera par faire Tune des transformations quadratiques 
qui conduisent a nn polynome dont toutes les racines sonl 
reelles. 
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CHAPITRE X. 

INTEGRA LES ELLIPTIQUES. 



I. Evaluation des integrates elliptiques. 

616. On appelle integrate elliptic/lie toule integrate de la 
forme j F\x, y/^-J d x i u X est un polynome en x du troisieme 
ou du qualrieme degre, a racines inegales, elF(.r, \/X) une fonc- 
lion rationnelle de x et de y/X. Soil par la substitution lineaire 
(CXXXII), soil par un autre procecle qui sera etudie au Chapitre 
suivant, (CXLII1), on peut rarnener une telle integrale a Ja forme 
ff(y, V^ ) dy<> ou Y = l\y* g. 2 y gt est un polynome a ra- 
cines inegales el oiif( y, \f"Y) esl une fonclion ralionnelle de y 
et de v/Y. 

Supposons que Tinlegrale proposee soit une integrale definie, 
prise le long d'un chemin (x*) allant du point XQ au point x^ et 
ne passant ni par xine racine de X ni par un p61e de F(#, v/-^) 5 
le long de ce chemin (x) convenons d' entendre par y/X la deter- 
mination de cette fonction qui resulte, par continuity, de cette 
memc determination pour un point particulier, pour le point ini- 
tial #?03 par exemple. On pourra, en appliquant le theoreme de 
Caucliy, substituer au chemin (x) un chemin ayant les memes 
cxtr<5mit<Ss et qui soit equivalent au chemin (#), c'est-^i-dire qui 
conduise a la m6me valeur de Tintdgrale. On peut done, si Ton 
veul, supposer de suite que le chemin (x} sc compose de segments 
de droite ou d'arcs dc cercle. 

Si Ton emploie la substitution lineaire (CXXXII 4 ), les pro- 
positions du n597 feront connattre le chemin (y} correspondant 
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au chemin (JT); Pintegrale J'f(y, \/Y) dy doit etre prise 1 
de ce chemin (y}. La determination de y/Y pour un point quel- 
conque^ du chemin (y) resulte de celle de y/X au point corres- 
pondant x du chemin (x) au moyen de la formule (CXXXII/) ; 
on obtiendra ainsi, en particulier, la determination initiale y/Y 
de y/Y pour le point initial y correspondant au point x . 

Si Ton fait ensuite la substitution y = p(u m , 2? 3) et si Ton 
determine, dans le plan des u, un chemin ( u) correspondant aux 
chemins (y) et (x) par les formules 

u C y -^ Y - = C* dx j 

ou les integrates sont prises le long des portions des chemins (y") 
ou (#), qui partent des points y ou X Q pour aller aux points y 
ou #*, et ou M es t 1'une quelconque des yaleurs de u qui satisfont 
aux equations concordantcs 

on aura, tout le long des deux chemins (y) et (a), en deux points 
correspondants, les relations y = pu, y/Y - p'w, ct Ton sent 
ramene au calcul de 1'intcgrale 

ou le signe j porte sur imc fonclion doublcment pcriodiquc, <it 
ou la variable doit suivre un chemin connu (f/)- I/cvaluation cl'uno 
pareille int^gralc a 616 trait^c au Chapitre VIII clu Tome III. 

Quant a la determination du chemin (z/), obscrvons cl'abord 
que ce chemin se rcduit u unc portion de Paxc des quanlilAs 
rdeltes si 1'on n'a affaire qu'a des fonctioris i^cllcs (le variables 
rdelles; on n'a alors qa'& en determiner les cxLrtfmilds. Lorscjiu* 
les coefficients do X, Y sont r^cls, les variables .r, y <Stant <l'ail- 
Icurs quelconques, nous avons donn(5 au Chapitre IX tons los d<5- 

tails n<5ccssaires pour devaluation des inldffralos / '~~,^.-> ( * f 

1 b J - s/v J /x 

qui figurent dans la formule (t), et Ton pourra donc ? dans cc cas, 
(Idlcrminor Je chemin (w) avcc autant d'approximalion qn'ori le 



L\TGRALES ELLIPTIQUES. 4j 

voudra : on rfa d'ailleurs pas besoin de determiner les points in- 
termediaires avec autant de precision que les extremites ^ , &,, 
parce que, pour revaluation de Pintegrale de la fonction double- 
ment periodique, on peut remplacer le chemin (u) parun chemin 
equivalent: toutefois, on doit se rendre conipte de lafacon dont le 
chemin (u) est place par rapport aux pdles de la fonction double- 
ment periodiqne. 

II est a peine utile de dire que 1'on peut tout aussi bien rame- 
ner 1'integrale proposee a une integrate de la forme \'f(z,\jTl)dz, 
ou Z est de la forme (i ^ 2 ) (i k-z-} et ou f(z, v/Z) est une 
fonction rationnelle de z et de ^/Z; par la substitution 5 = snu, 
y/Z^:sn'w, 011 est ensuite ramene a ['integration d'nne fonction 
doublement periodiqne. 

617. II nous reste, relativement a la determination des p6les et 
au developpement de la fonction doublement periodique dans 
leur voisiriage, a donner quelques indications qui n'ontpas trouve 
place dans le Chapitre VI du Tome III. 

En posant, pour abreger, y=^pu, y ! = p'u, la fonction dou- 
blement periodique que I'on a a integrer pent 6tre supposee mise 

sous la forme 

p _'_ 



en designant par P, Q, R, S des polynomes en y de degres res- 
pectifs a, (J, y, o, polynomes que Ton peut snpposer sans plus 
grand commun diviseur. 

On i^cconnait tout d'abord, en remplagant dans cette expres- 
sion y ct y par + ^ -K . . , =^ + ^~ 4-..., que o est un 
pole de o(w) lorsque le plus grand m des nombres a a, o, ft 4- 3 est 
sup^rieur au plus grand n des nombres ay, 20 -f- 3 ; 1'ordre de 
multiplicity du p6le o est m /i = p.. Si Ton ordonne le nume- 
ralcur et le d^nominateur de cp(tf) suivant les puissances crois- 
antes de u, que Ton effectue la division du nume"rateur par le 
denominate tir jusqu'a ce qu'ou ne trouve plus au quotient de 
puissances negatives de w, puis que 1'on rnette ce quotient sous 
la forxne 
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la partie de y (u) qui correspond an p6le o, c"est-a-dire la partie 
de cp (?;) qui devient infinie pour u = o, sera (n 358) 



Gonsiderons main tenant un pole u ~- a de <p(^) qui ne so it pas 
congru a o, modalis 2co 1? 2co 3 . Le numerateur de 'f (&) etant fini, 
le denominateur doit etre nul pour u a\ on resoudra done les 
equations simultanees 



Soit y^=> i>? y ! ^=. U une solution de ces equations ct a -- a une 
solution des equations pu = b, p'u b l \ u -~ a sera un p6le, si 
P-f- Qy' n'est pas nul pour y b,y f b' '. Pour s'assurer dans 
tous les cas que a est un pole, et pour trouver la partie corres- 
pondante de <p(w) ? on pourra ramener ce cas aii pr^c<dent en 
faisant le changement de variable u = 9 -4- a] les formules d'addi- 
tion permettront d'exprimer p(^H-a), p r (v -+ a} rationnellement 
en pp, p'p, b^ b f et de transformer (u} en une fonction ration- 
nelle de p< ? 7 JP /t; - O n p^ut aussi, pour obtenir les premiers terines 
du d^veloppcmenl de cp (a -+- p) suivant les puissances croissantes 
de *>, remplacer < p( + ^) 5 J> ; ( a "l"^) P ar l^ urs d^veloppements 
de Taylor suivant les puissances croissantes de v? ordonner le nu- 
meraleur et le d<5nominateur de <p(a + 9} suivant ces memcs puis- 
sances ? efTcctuer erifin la division en ne gardaut an quotient quc 
les puissances negatives de o. II n'cst pas inutile d'observcr (pic 
L'ordrc de multiplicitc de la racine b de I'dqualion 

H2 _ j fr S -H ^2 ^ S 2 - , - ff A ^ = 

esll'ordrcclo rnulliplicito du pole a, dans lo casouiu'est pab une 
racine commune u II et a S, ou b 1 n*est pas nul, et ou P-l- Q,/ A 
n'est pas nul pour y~~-b, y 1 -- b'\ aulremeiH, I'ordrc dc muliipli- 
cite est abaisstf. 

Ayant detorniixid 1'un aprcs 1'autrc les poles disliucts do f(^)5 
ptiis les parties corrobpondantcs dc <p(^), la sommc dc toutcs cos 
parties sera <5galc ulafonclion <p (^), a une coustante additive prfis, 
quc Ton pourra determiner en donnant a u. ttne valour arbitrairc, 
pyr cxemplc la valeur o, hi o n'cst pas un pdle. Si done ou roprcnd 
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]es notations du n 3o8, en ecrivant toutefois (u) a la place de 
f(u\, on aura 



/ = v 
)= C 



et toutes les constantes qui figurenl dans le second membre se- 
ront connues. La somme A flJ -- . . . A' v) est nulle. 



618. L'integrale indefiniej '&(ii) da est, en general, une fonction 
lineaire de u et de termes tels qne log d(u a), ^(it a)^p(u a), 
p f (u <z), . . . a etant un pole quelconqtie ; a cause des formules 
d'addition (VIJ 3 ) et de celles qii'on en deduit en prenant les de- 
rivees, on voit aisement que cette integrale indefinie contient nn 
terme en w, un terme en !^w ? une fonction rationnelle de pu, p' u 
et an tan t de termes en logcs'(w a) qu'il y a de poles a pour les- 
qaels le r^sidu correspondant n'est pas nui. 

Pour que cette integrale soit une fonction univoque de w, il 
faut et il suffit qu'elle ne contienne pas de logarithmes, c'est-&-dire 
que chaque residu A^ soil mil (1=1,2,..., v). Pour qu'elle soit 
une fonction doublement periodique de u, avec les periodes 2tO|, 
2w 35 il faut et il suffit qu'elle ne contienne ni logarithmes, ni 
terme lineaire en w ? ni terme en (M), c'est~a-dire que Ton ait 



On obtient ainsi les conditions n^cessaires et sufjfisantes pour que 
Pint<%rale J*F(x, S/-^-) dx s'exprime rationnellement en ic ? y/X. 
II peut arriver que cette derniere integrale soit la somme d'une 
fonction rationnelle en a?, y/X et de logarithmes, multiplies par des 
coastantes, de telles fonctions. Elle est dite alors pseudo-ellip- 
tique, Les conditions pour qu'il en soit ainsi sont beaucoup plus 
cachdes. Nous nous con teutons de signaler ce probleme, sur le- 
quel le lecteur trouvera d'int6ressants d^veloppements dans le 
dernier Ghapitre du second Volume du Trait& des fonctions el- 
liptiques d'Halphen. 
T. et M. - IV. 
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II. Reduction de Legendre. 

619. Enseplacantaun tout autre point de vue, Legendre a mon- 
treque revaluation d'une integrate de la forme fF(&, \&) dx se 
ram en ait a des integrations elementaircs et a 1'^valuation d'inte*- 
grales rentrant dans trois types simples. Bien que le procede d'in- 
tegrationque nousvenons dc dccrire dispense d'appliquerlc mode 
de reduction de Legendre, ce mode de reduction n'en garde pas 
moins un intcret propre, non pas settlement parce qu'il peut etre 
.pratiquement utile dans certains cas, mais surtotit parce qu'il est 
1'origine de la classification des integrates en integrates de pre- 
miere, de deuxJeme et de troisieme espece, classification qui s'6- 
tend de la facon la plus naturelle aux intdgrales de Ja meme nature 
(dilcs hyperelliptiques) ou le radical portc sur un polynome de 
degrc superieur au quatrieme. 

Tout d'abord, i'expression F(#, v/^-)? i^isc sous la forme 



irJ^jL? ou P, Q, R, S sont des polynomes cntiers en x, se ra- 
R -+- S y X 

mene, en multipliant en. haut et en bas par R S \/X, a la forme 

1\ 

M + -T => ou M, N sont des fonctions rationnclles en x. La prc- 
V/X 

midrc partics'inU'igrc par Ics fonctions elementaircs. En ddcompo- 
sanl N en fractions simplcs ? 01^ ramone J'inldgration dc la socondo 

parlic a ccllc d'inlegralcs de la forme / ,~ ou / - *- - , 

1 to J /X J (x^a)^yL' 

que nous comprcndrons sous le type unique 



OIJL p esl un nombrc enticr j>ositif ou n6gatif. Si Ton pose 



dans I'idcnlild 

4- [(x - ay v/x] = l^LHl 



doe 
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ou r est tin entier queiconque et ou X' est la derivee de X, on 
trouve, apres avoir integre, 

(7*1- 2; AX,^u3-s-2( 27'- 3)BX r - 2 ~- 6(7' -T- I) CX,.^! 

--- i)DX^~ /-EX,-! = (a? ay/X- 



Si E n'est pas nul, c'est-a-dire si a n'est pas racine de X, on peul 
resoudre cette equation par rapport a X r _ i , tant que r n'est 
pas nul; si E est nul, D n'est pas nul, sans quoi X admettrait la 
racine double a, et 1'on pent toujours resoudre 1'equation prece- 
denle par rapport a X, . 11 resulte de la que si p est negatif, X^ 
petit totijours s'exprimer au moyen d'inlegrales analogues a in- 
dices positifs ou nuls, de X_ f etde quantiles algebriques. 

Pour ce qui est des integrates a indice positif, elles se ramenent 
a la i brine / ~r=~y 1JOUS continuerons a les designer par X^ et 

nous emploierons la meme formule de reduction en supposant 
a = o et en regardant A, B, C ? D ? E comnie les coefficients mercies 
du polynome X. On pent alors resoudre la formule de reduction 
par rapport a X r+3 si A n'est pas nul, par rapport a X r ^_j> si A est 
nul; on voit done, si A n'est pas nul, que Xa ? X 4 , X s? ... s'ex- 
priment au moyen de X , X l? X*^ et si A est nul, que X 2 , X 3 , 
X/ . , . s'expriment an moyen de X , X^ Dans le premier cas, 
on peut pousser plus loin la reduction; cela est Evident si X est 
bicarrcj car alors X< se ramene aux transcendantes elenientaires 
en prenant x~ pour variable. 

Bornons-nous aux cas ouX a Tune des formes (i x-}(i A^ 2 ^? 2 ), 
4^? 3 z x $ O n voit qu'on n'a a considerer que trois types 
d'integrales, qui sont, dans le premier cas, 

dr 



/^L C^dx r dr 

W J "l/X" J (*-a)/X 

et, dans le second cas, 

/dx rxd& r d& 

^ J 71"' J (-a)v/X" 

Ces integrates sontdites respectivement int&grales elliptiques de 
premiere, de deuxi&me, de troisieme espece. Le type des i 
grales de seconde espece change avec la forme de X. 
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620, Ces mrnes denominations sont employees avec des signi- 
fications differentes, que nous expliquerons tout a Theure, el qui 
d'ailleurs permettent to aj ours cle dire, comme le lecteur s'en con- 
vaincra sans peine, que devaluation d'une integrate elliptique se 
ramene a revaluation d'une integrale de premiere espece, d'une 
integrals de deuxieme esp&ce et d'une ou plusieurs integrates de 
troisieme espece. Mais, en restant encore un instant au point de 
vue ou nous nous sommes places, nous voulons reinarquer que si 
Ton regard e les integrates ci-dessub comme effeetuees le long d'un 
chemia et comme foncllons de leur lirnile superieure x, c'esui- 
dire de 1'exLremite finale de ce cKemin, Fintegrale de premiere 
espece resle finie quel que soit sc, meme pour x infini, tandis quo 
TintegraU de deuxi&me espece devient infinie avec #, ct que 1'in- 
tegrale de troisi^me espece devient infinie comme log(a? a) 
cruand x s'approche de a. Les fonctions de^? ainsi definies resleni 
d'ailleurs holomorpKes dans toute aire limitee par un contour 
simple, d'ou le chemin d'int^gration ne doit pas sortir, et oil 

~ (s'ils'agitdes inl^grales des deux premieres especcs), --- -- 

yX (^ a) y\ 

(s'il s'agit dc PinLcgrale dc Iroisieme espece), est nne fonelion 
holomorphe de x. Mais les choses se passcnt d'une facon un pen 
differenle aux environs du point oo ? suivant ]a forme dc X. En 
noxis bornant par cxemple aux integrales de premiere espece, si 
Ton fait la substitution x = ~> on aura 



_ r _ dz _ 

) "" J /(T^^x A^T 



r ...nfr 

J i/^U" ff***^ 1 >a - (i ) ' 




or, dans le voisinage du point ^ = 0, qui correspond ati point 

x = oo, '.: .; ..... -r-ry- . ___ est uxxc fonction hoiomorplic dc s. mais 



nori --p^i ..... ..._.~r-r. -. ........ ; nous aurons Toccasion, propos des no- 

AU -ff*#ff***) l 

tations de Weicrs trass, de revenir bienldt sur le second cas. 
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III. Notations de Jacobi. 

621. Nous avons maintenant a expliquer quelques notations et 
expressions qu^il est indispensable de connaitre. 

Supposant k reel, positif et plus petit que un, et designant 
par A<p, ou <p est un angle reel, la determination positive du ra- 
dical Y/I k- sin 2 'j) ? Legendre pose 

/ /? /Jtr\ *~ 

F ( cp ) = I - , 

- T* 

JT rfn ' f* 2 

-> E (1; = / A.O C?0, 

A ? *'o * ' 

et appelle F(cp), E(cp) fonctions elliptiques de premiere et de se- 
conde espece. F c *^ et E^ sont les fonctions completes. 

Le molfonctio7i elliptique a pris ? depuis Jacobi, un sens entie- 
rement different : on en tend gnralemen t sous ce nom les fonc- 
tioiis que nous avons ddsignees sous le nom de fonctions double- 
ment periodiqiies du second o?*dre. 

La fonction F(y) dc Legendre n'est autre chose que V integrate 

elliptique dc premiere espece (n 619) / - x --3 

J Q /(I a?2) (l &2a?2) 

dans laquelle on a remplace x par sincp. La fonction E(<p) de Le- 

cp 

cendi^c est feale a F(o) A* 2 / 51 A n ~^ ?CD : c'est done une combi- 

ft *D v , y j o A <p 

naison lindairc d'une int^grale elliptique de premiere et d'une 
integrate elliptique de seconde espece (n 619). 

Legendre a encore introduit la notation U(/i, cp), ou n est un 
parametre, pour designer 1'int^gralc 



r 9 _._$_^ 

J (i-H/isin*p]A T 




c'est, en conservant la definition du n6l9 ? la somme de deux in- 
t^grales elliptiques de troisi&me espece, integrales dont la diff&- 
rence s'exprime d'ailleurs au moyen des fonclions Element aires. 
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II pent rfelre pas inutile cTobserver que la valeur de A^ est 
loujours comprise entre k' et i ? el que Ton a, pour chaqne va- 
leur de , As g cos . 



6i2. Jacobi a inlroduit d'autres notations, sur lesquelles nous 
insisterons un peu plus. Les fonctions de la variable u, qu'il a desi- 
gnees par les notations amw, co amz^, E(u},IL(u, a), peuvent etre 
definies par les formules 

/ /*" 

i amw = / dnudu, co am u = am(K u), 

,ytr , F " 



, , 
an a sn- 2 u an 



i A" 2 sn 2 a sn 2 u 

dans la derniere desquelles a est un parametre. Le module k doit 
etre regarde comme une donnee, diflferente de o et de i. 

Les quantites que Jacobi designe par K, K/ coincident avec 
celles que nous avons designees par x(A" 2 ), x'(A' 2 ); la quantite T, 
qui permet de construire les fonctions sn, en, dn (n os S18, 306, 
formules LXXI Gi7?8 , XXXVU iif >), et qui figure dans les definitions 

precedentes, est supposee egale a-: Les notations arn^ 7 /r), 

JLx 

E(z^, A), ... au lieu de amw, E(z^), ... s'entendent d'elles-memes. 
Lorsque k est reel, compris entre o et i, la quantite K de Ja- 
cobi coincide avec La quantite F (1) de Legendre. 

623. Considerons d'abord la fonction am?^. La fonction dnu ad- 
met pour p6les les points 2nK-j-(a/?-f~i) z*K/, en d^signant par n 
et n f des entiers; les residus correspondants sont 6gaux ^ i. Si 
Ton se borne assujettir le chemin d'integration nepas passer par 
ces p6Ies ? on voit done que la fonction amz^ n'est dfinie qu'a un 
multiple pres de STU. La fonction dn^^ est holomorphe a I'int6rieur 
de la bande limitee par les deux pai\alleles qui sont le lieu des 
points K.2 iKJ quand on fait crottre la variable reelle t de oo 
a -f-oo. On peut done regarder am& comme une fonction holo- 
morphe a Tint^rieur de cette bande, qui, dans le cas ou & 2 est 
re"el et plus petit que un, comprend 1'axe des quantites rdelles. 
La fonction am& est evidemment impaire. 
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Aii reste ces rsullats apparaissent encore sur Tune des for- 
mules (CXVj\ 

r"i * -i / 

/ an u ait = zlog(cnz4 *srizi. 
-'o 

La meme formula monlre que Ton a 

en u i sn u = e~ l am " : 

d'ou, en changeant u en u* ajoutant et retranchant, on deduit 
sin am u = 



62-i. Si Ton se replace dans le cas ou /r- est reel, cornpris entre o 
eli, on voit aisement, a Taide des formules precedentes et de celles 
qui donnentles derivees, par rapport a u, de snu, en;/, dnu, que les 
fonctions A^, F(o) de Legendre se reduisent adau et u quand on 
y remplace cp par am u. 

C'est en reallte la fonction inverse de F(o) que Jacobi a de- 
signee par amw; en d'autres termes, il a regarde la limite supe- 

rieare 9 de 1'inte^rale / -2 comme nne fonction de la valeur u 

/o At ? 

de cette integrale, et il a appele &mu cette fonction. Dans les 
memes conditions, A(am^^) n'est autre chose que dnw. Depuis 
Jacobi, on designe par A am u, quels que soient u et & 2 , exac- 
tement la fonction de u que nous avons designee par duu. 

En regardant am?^ comrae line fonction holomorphe de u dans 
la bande definie plus haul, on apergoit immediatement les rela- 
tions 

(CJI C ) am(K)= -> am(ttK) = /&3 am (z^ 4- a^K) = amw -h ^TI T 

ou n est un entier. 

Quand u augmenle par valeurs r^elles et que k* est compris 
enlre o et i , on voit immedialement que la fonction am u augmente 
touj ours ; son signe est celui de u. 

Les expressions de sin co am u, cos co amw, A co am u, au moyen 
de sn* ? cnii,dnu, se d^duisent immediatement de la definition 
de co am u et des formules (LXXIIj,). 
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623. La fonction E(u') de Jacobi esl univoque; on voit (n 432) 
qu'on pent ecrire 





le nombre E esl egal (n 432) a T dn^u du\ on voit qu'il est (gal 

- 

a E('K); c"est le E' de Legendre. 

Le theoreme d'addition de la fonclion ^ conduit de suite aux 
theoremes d'addition des fonctions Z(w), E(z^), a savoir : 



A' 2 sn u sn a sn ( u < 
on en lire aisement la relation 

() aZfa) Z(a u) Z(# u) = 

Signalons encore la fonction Q(#), introduite aussi par Jacobi 
et definie par 1'egalite 

* s*?C 

(u)du l E n , v 



On voit comment, dans cet ordre d'id^es, s'introduit Ja fonction . 

626. La fonction II(w, a) de Jacobi s'exprime au moyen des 
fonctions Z, ; cette expression s'obtient en appliquant les regies 
generales d 'integration, ou en integrant, entre les limites o et u, 
les deux: membres de 1'egaht^ (^z); on trouve ainsi 



(GIJ S ) H(a,a) - aZ() ~h log ( 

ou encore, en tenant compte de la definition de 



) H(a, a) = u E(a) 4- - log 

li 

Dans ces deux fornaules, la determination du logarithme depend 
en general du chemin d'int^gration (n 501); il est a peine utile 
de signaler le cas, frequent dans les applications, ou le second 
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membre doit tre reel parce que le premier Test evidemment. On 
a, en particulier, 

<CIIio 0(K. or) = KZ(a) = KE(a } aE. 

L'e\pression de n(, a), aa moyen de la fonclion Q et la defi- 
nition de cette fonction, mettent en evidence que la derivee de 
U(w, a), prise par rapport a u, s'exprime an moyen de E^w); il 
en resulte ce theoreme de Jacobi : 

La derivee d*une integrate elliptique de troisieme espece, 
par rapport a V integrate elliptique de premiere espece prise 
comme variable, s" ex prime an moyen d' in teg-rales eiliptiques 
de premiere espece et d'integrales eiliptiques de seconde es- 



Le theoreme de 1'echange du paramelre et de 1'argument s'ex 
prime par la formnle 

U(w,a) H(a, M) == aZ(a) aZ(w), 

ou le second membre devrait ^tre augmente d'un multiple de a-rc 
bi on laissait aux fonctions H toute leur ind^termination. 

Le theoreme d'addition de la fonction 31 s'exprime par la for 
mule 

, a) H(w -t- P, a) 



i , i A* 2 sn u sn p sn a sn ( u -r- P a ) 

b 



2 b i H- A- 2 sn wsnp saa sn(u -+> v -f-oc; 
___ * i j F 1 A' 2 sn 2 (w -h a) sn 2 (p -H- a)] [i k* sn 2 a sn 2 (u -h 
""4 8 ( [i A- 2 sn 3 (w a) sn(o a)] [i "frJ sn 2 a sn 2 (w -i- 



a)] 



I Z(aH- 
~~ 2 g Z(al 



IV. Notations de Weierstrass ( 1 ). 
627. L'inldgrale elliptique normale de premiere espece, au sens 

/* //v 

de Weierstrass, est Pint^grale / =>> ouYr^^jK 3 

t/ Y 



( l ) Fo^r SGHWARTZ, Formates, etc., n 56, 57. 
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la de^igne par J ( y* \*'Y ) : cette integrate n'est determinee que si 
Ton se donne la valeur initiale de \ Y et le ehemin d'integration, 
qui ne doit passer par aucun des points e^ # 2 , 3 , et le long du- 
quel les valeurs de \ Y se deduisent par continuation de la valeur 
initiale. A cause de la limite superieure, quelques remarqnes 
concernant ce chemin sont necessaires. 

Considerons un cercle decrit de Forigine comme centre et con- 
tenanl a son interieur les points e^ e 2 , e^' 7 designons par S la 
region exterieure an cercle ? dans laquelle on regarde comme 
une coupure la portion de 1'axe des quantises negatives cjui est 
exterieure au cercle, en sorte que la region S est limilee par le 

cercle et cette coupure. Dans S, -r= est une fonction holornorphc 
de y, determinee des qu'on se donne sa valeur en un point : elle 

pent etre represented par une serie 9? ( ~ } entiere en -^= 3 ne 

\vyJ vy 

conlenant que des puissances impaires de et commencant par 

vy 

un terme en ( -,- ) * Au point de S ou Ton se donne lade termina- 

\vyJ 

tion de i/Y ? Pegalite -^=L = C J? ( -^ ) determine sans ambiguite la 
_ v^ \vy/ 

valeur de\/y , quiestdes lors determinee dans toute la region S. Si 
Ton designe par $! ( -j= } la s^rie entiere en 5= ? commencant par 

\vyJ v/r 

un terme en 9 dont les differents termes out pour d^rivees, par 

rapport a r, les termes correspondents de $ ( -^=\? changes de 

-i " i - \V y J 

signe, il est clair que Ion aura 



quel que soit le chemin d'int^gration, pourvu qu'il ne sorte pas 
de S. Si la fonction pu est formee avec les invariants g^ %, dans 
la meme region S, les egalit<5s pu=y, p r u \/'Y d<finissenl, 
a une constante additive prs de la forme 2/20^ + 2 /i A o) 3? u 
comme une fonction holomorphe de^; cette fonclioix ne peut 
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differer de 3?, (-r= J q u e par une constante C, puisqu'elle doit 

\ V if J 

verifier dans S, comme la fonetion 1 P|, la relation -r- = - -=; la 

ay ^/Y 

fonction u = C -f- 9?t ( -4^ ) devanl verifier Fegalite pit = y pour 

\vyJ 

de grandes valeurs de y, C est necessairement de la forme 

2/fccoj 4-2/i / <o 3 ; en d'autres termes, u = < { ( ) est une solu- 

__ \vyf 
lion des equations pu=y, p' u = \/TL : toutes les autres so- 

lutions s'obtiennent en ajoutant a celle-la des multiples entiers 
des periodes. 

Ceci pose, considerons un point quelconque y Q et un chemin 
d'integration allant de ce point au point cc; nous nous bornerons 
a supposer, relativement a ce chemin, qu'ilfinitpar rester dans la 
region S 7 a partir du point j/*i, par exemple, point ou le radical 
\/ Y a acquis la valeur ^/Y| , deduite par continuation de la valeur 
donnee \/\ Q de y/Y en y Q . La valeur J(jKo? v/^o) ^ e ^ a fonction 
J (y, \/y} enj^o sera definie par 1'egalite 



J (j" 9 V^^-o ) ne depend nullement de la partie du chemin d'inte- 
gration qui vadey< a 1'infini, mais senlement de la portion du 
chemin qui va de j/o a y\* En un point quelconque^ de cette 
portion de chemin, la fonction J (y, \/\) est ddfinie par la me*me 
egalite, ou il faut seulement efFacer 1'indice o ; elle verifie done tout 

le long de ce cheminl'dgalitd -r = -- , > et peat etre i^egardee 
comme la continuation, Je long de ce chemin, de la fonction 

$1 ( -4= ) avec laquelle elle coincide aux environs de j/v Tout le 

\V>/ 
long de cc chemin, comme aux environs du point y { , elle veri- 

fiera les equations pit y, p ! u= /Y, et il en sera ainsi, en 
particulier, au point y$ : pour lequel nous d^signerons par UQ la 
valeur de la fonction J (y, \/i). 

Si 1'on se donne les deux entiers n et n r , et que Ton imagine, 
dans le plan des w ? un chemin qui aille de u a & + ^ n^ 4 + zn'&s 
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sans passer par aucun des poles ou des zeros de p f u, le point 
y= pu decrira dans le plan des y un certain chemin ferme par- 
lant de y Q pour y revenir, en ramenant aussi le radical \/Y, qtii 
ne cesse d'etre esjal a p u, a sa valeur primitive y 'Y . Si done 
on designe par (,C) ce chemin ferme parcouru en sens inverse, et 
si I'on considere la valeur de la fonction 3 (y, v Y) au point y , 
origine du chemin d'integration forme par le chemin (C) suivi de 
1'ancien chemin d'integration, cette valeur sera egale a 1'ancienne 
valeur # augmentee de a/zcoj -f- a/z'coj. 

En resume, la fonction 3(y, \/Y), si on la definit settlement 
par les valenrs de y et de y/Y sans sc donner le chemin d' integra- 
tion, n'est definie qu'a unesomme zn co 4 4- 2/i'co 3 de multiples de 
periodes pres; en changeant le chemin d'integration, on peut 
Taugmenter d'un nombre quelconque de la forme a/zco, -f- 27^'G>3 7 
ou n et n! sont des en tiers. L'ensemble de ses determinations est 
identique avec Fensemble des solutions des equations (en j), 
pu-=y, p'u =r= 



628. L'integrale elliptiquenormalede secondeespece, 3 r 
au sens de Weierstrass, est une fonction analytique de y donl la 

v 
derivee est " ^- Cette condition permet de la definir, a une con- 

stante additive pres, comme une fonction holomorphe de y dans 
toute region limitee par tin contour simple ou est aussi une 
fonction holomorphe. 

Si dans la fonction ^u on remplace u par J (y, \/Y), on ob- 
tiendra une fonction de y dont la derivee sera -y~ X -r- y c'est-a- 



dire- On peut done prendre pour 3 r (y,^Y) precis^ment la 



fonction ^[j(jK, v/Y)]- L'integrale elliptique de secondeespece 
est ainsi definie paries mdmes Elements que Tintegrale de pre- 
mi&re esp^ce; quand le chemin d'int<gration change, de fagon que 
J (y, y/Y) augmente de 2/2 to, + a^co 3? 3 r (y> \/Y) augmente evi- 
demmentde 2,nr\i-i-2n r f\z. Dans la region S, la fonction J^JK, \/Y) 
peut ^tre definie comme une fonction holomorphe de y\ ce sera 
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une serie procedant sulv r antles puissances entieres de ;=. dont les 

V/JK 

termes auront pour derivees respectives les termes de la serie 
y* [ ^ \ ; elle eommencera par un terme en \jy et ne comportera 

\vy; 

aucun terme constant, puisgue cette serie peat aussi bien s'obte- 
nir en remplacant u par P 4 ( ~j=-} dans la serie |p u 3 -r-. . . 

\ v y / 

qai definit & 

On pourra poser, en general, 



en choisissant convenablemenl la constante d'integration. 

629. L'integraleelliptique normalede troisieme espece, auseiib 
de We ierstrass, integrate que Ton de&igne par 3(y, \/Tc f; y^, v^ ), 
estune fonclion analytiquede la variable j' et d'un parametre y^ 
dont la derivee par rapport a y est 

i V/Y-+VY; JL^ 
a y y\ /Y" 



Si Tony remplacejK? \/^^y^ \/Yi respectivementpar^e^, p r u, 
p f ui, elle deviendra une fonction de u dont la derivee, 



par rapport a u, sera ~ ~^r~-^ Une tclle fonction est 

a* (MI z^) 



on pourra done prendre pour J (y, v/Y; jKi, v/^) 1'expression que 
Ton obtient enrcmplagant wet^! par j(y, V/ Y )J J (^n \/ Y dans 
4-K^t^- Cette fonction, si mrae les quanlit<5s 



, , sont enticement d^termiii^es, n'est d^- 

fmie de cette fagon qu'a un multiple pres de aoci', ^ cause de la 
presence du logarithme. 

Si Ton remplace, dans Tint^grale normale de troisieme espece, 
j(j/,V/Y) par j( i 7 5 v/Y)-4-2na) 1 + 2^w 3j elle augmente de la 
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quantite 

'JM n r ti -~ n' n$ } J \;' 4l V^Tj 



630. Le theorexne de Fechange du parametre el de Fargument 
s'eYprime dans les notations de Weierstrass par Fegalite 



- J 



Les tlieoremes d' addition pour les integrales normales des trois 
especes sont contenus dans la proposition suivante que nous 
empruntons textuellementa M. Schwarz (For mules, etc., n 57). 

Si Ton pose 

Ui -t- M 2 = Wj, 

puis 



on aura les egalit^s 
J 




Chacune d'elles exprime que, si Ton attribue a chacune des in- 
tegrales qui figurent dans son premier membre 1'une quelconque 
des valeurs en nombre illimite qu'elle est susceptible d' avoir, la 
somme obtenue est egale a Tune des valeurs en nombre illimit^ 
que peut avoir le second membre. 
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CHAPITRE XL 

SUBSTITUTIONS BIRATIONNELLES DE WEIERSTRASS. 
INTEGRATION DE L' EQUATION DIFFERENTIELLE 



631. Nous rappellerons cTabord quelques proprietes relatives a 
la forme du quatrieme degre 



Si Ton y fait la substitution 
elle devient 

en posant 

A =R(X 1 , X 2 ), 4 

1-2 A 2 = HL? RX 



dans ces galit^s, R^, R^ Rxa, RX,XO ^1| d'une part et R^, . ,., 
R'^2 d'autre part, designent ce que deviennent les d^rivees par- 
. n dR dR <?2R <?2R <?SR 

tielles T ? T > T-TJ ^ 3 * ~r^ Quand on y remplace I5 5 2 par 
^i ^ 2 dz\ dz<L dz% ds% * ^ r ' r 

> n? 1 2 ou par [^ <7 [X 2 . 

Ddsignons par 11(^4 , $) le hessien de la forme R(^ d , c 2 ), c'est- 
a-dire la forme 



64 



Si 



(CXLIIIO 
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designent les in\ariants de la forme 



savoir 



et si G>, G* designent les quantites analogues formees au moyen 
des coefficients A , - - ., A 4 de la forme transibrmee, on a 



en supposanl 3 = \\ jx 2 ^2 t ^i 
INous aurons besoin de I'identite 



On y parvient en remarquant que le premier membre, multi- 
plie par i44^ n'est aulre chose q-ue le determinant 



qui est le produit par ~k s Zt ~)-i z. 2 de la quantite 



R/sr 



dans chaque determinant, 1 2 5, X, 2 se met encore en facteur, 
et Ton parvient ainsi 5.1'identite annoncee, qui, d'ailleurs, pour- 
rait se deduire aussi de I'identite G 2 = ^28*- 



632. Notre but est d'integrer liquation 



(a) 



ou R(-s) designe le polynome en z obtenu en rempJaQant dans 
R(^ 4 , 5 2 ), ^i par z el z% par T ; nous ^crirons a Toccasion R(3, i) 
pour conserver la trace de la seconde variable. Nous supposons 
que R(#) n'a pas de racines ^gales ? et que a , a { ne s'annulent 
pas simultanemenij ou encore, que la quantitd gl 27^*3 n'esl 
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pas nulle. Nous avons vu (n 598), qufil existait une substitution 

lineaire z = ** ~ ^ qui changeait c ~ en c y 9 ou le polynome 
Y*K y / R(^) yY 

Y = 4y^ gz y gz est forme avec les invariants fondamentaux 
de la forme R(s); les coefficients a ? ,3, y, o de la substitution 
lineaire sont des fonctions rationnelles des coefficients de R(^) 
et d'une des racines de ce polynome. Chercher nne solution z de 
1'equation (a) qui, pour une valeur de ^^ arbitrairemenE claoisie 
;/ = u 0j se reduise a une valeur donnee ^ , tandis que sa de- 
rivee z r se reduit a une determination donnee Z Q de 
vient done a trouver une solution y de Fequation 

dv \ 2 



qui pour it = UQ se reduise a la valeur y correspondant a u , 
tandis que sa derivee j/ se reduit a y' = v/^o? la determination 
de Y/YQ resultant de la determination de v/R-(-o)^ comme il a 6te 
explique au n 598. Or, la fonction pu = p(u; 2? "3) etant 
construite, on pourra determiner un nombre r tel que Ton ait 
j3r ==jKoj P'VO =y 9 m 9 ia fonction y = p(u u + r ) verifiera 
1'equation (6) et satisfera aux conditions imposees : done la fonc- 
tion 



verifiera Tequation (a); pour z^ = U Q , elle se reduira a x; , tandis 
que sa derivee se reduira a z' Q ; c'est evidemment la seule fonction 
analjtique qui satisfasse a ces diverses conditions, lesquelles de- 
terminent les valeurs pour u = u de toutes les deriv^es de s. 
D'ailleurs, y Q et j/ s'expriment rationnellement an moyen de ^ 05 
z et de a, (3, y, o. Le th.6oreme d'addition de la fonction p 
montre, des lors, que z s'exprime rationnellement au moyen de 

p(u u Q ), p'(u "o) 3 s , z 'o et de a ? P ^' Y ou de a , ..., a^ 
et d'une racine de R(-s); mais, quelle que soit cette racine, le re- 
sultat doit ^tre le mme; Fexpression finale de z doit done, en 
vertu de la theorie des fonctions symetriques, tre rationnelle en 
p(u M ), P r ( u MO)) Z QIZQ> a o? ^o Q>$) &zi a*v il en est Evidem- 

de mme pour z 1 . Cette conclusion apparatlra directement 

T. et M. IV. 
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sur la methode d'integralion de Fequation (a) qull nous reste a 
developper, methode qui mettra aussi en evidence ce fait que 
p( u Wo ) 7 p'( u II Q ) s'expriment rationneliernent au rnoyen 
de s, z\ s , -5 f , tfo, --- , a*, en sorte que les substitutions qui ex- 
primenl 5 et sf en fonclion de p(u w ), J>'(M MO) sont dcs 
substitutions birationnelles . 

Nous nous bornerons au cas ou a est different de o; car, dans 
le cas ou a a est nul, la substitution entiere du n S98 fournit ai- 
senientles substitutions birationnelles cherch^es. 

633. Ayant choisi arbitrairement une determination de \/a , on 
pose 5 = -4= j/- ? afin de ramener Tequation (a) a la forme 

a 



danslaquelle B 2 , B 3 , B % sont donnes paries formules 



L'equation diSerentielle en JK est de la meme forme que Tequa- 
lion 



que Ton a obtenue au n 430 et ou a est une constante. 

En identifiant les deux, seconds membres on obtient les trois 
equations 

B 2 = p, B 3 = p / a, B 4 = 



Si entre ces trois equations et la relation p' 2 a = 4<p 3 ^ &*>& 5;j 
on elirnine d'abord pa etp'a, on obtient pour les invariants^a,^ 
de la fonction pies valeurs B 4 -+- 3B^, B 2 B 4 B^- B^ qui, conotme 
on s'en assure aisement en rempla^ant B 2 , B 3s B 4 par leurs expres- 
sions en fonction de a 0y . . ., a* ? coincident avec les expressions 
(CXLII^) des invariants foadamentaux de la forme R(-). Les 
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deux equations 
t CXLIII 2 , pa =* 



montrent ensuite que la constante a est determinee ? a des mul- 
tiples pres des periodes 2co i ,2<o 3 . 
De ce que la fonction (n 4SO) 



r p' it p' a 
v = - - - - 
2 p u p a 



venfie L'equation differentielle en y, il resulte done que Fequa- 
lion (a) admel la solution 



ou les invariants ^3, ^ de JD sont les invariants fondamentaux 
(CXL1II 4 ) de B(^). On en deduit facilement, en utilisant la for- 
miile d'addition (CIII 5 ) ? la relation f 1 ) 



L'expression de z* s'obtient aisement en difiFerentiant la seconde 



( J ) Ainsi qu'on Ta dit au n 616, les formulas (GXLIII) pcrmettent de ratnener 
une int^grale elhptique quelconque a une int^grale portant sur urve fonction dou- 
blement p6riodique. Lorsque le chemin d'lnt^gration est donn6 pour la variable z 
<ic I r mt6grale elliptique, les difficult&s relatiyes a la determmauon du chemm 
correspondant pour la variable u de la fonction doublement p6nodique, se re- 
trouvent naturellement, dans le cas general, quand on emploie la substitution 
(CXLIII 3 ); toutefois ces difficultes disparaissent quand tout est r<5el, coefjQcienis 
et variables. D'aiUeurs la m^thode actuelle oflre cet avantage de ne pas exiger 
la resolution pr<Salable de liquation R(u) = o; ^ la ve"nte" cette resolution de- 
vient ne*cessaire quand on veut effectuer les calculs numfriques, ne fut-ce que le 
calcul des periodes; mais les expressions auxquelles on parvient pour Pintdgrale 
olhptique, sans effectuer la resolution de liquation du quatrieme degr^, peuvent 
ctre suffisantes, et, d'un aulre c6te, il est bon de rejeter & la fin tous les calculs 
nume"nques, de manure i mieux se rendre compte du degre" d'approximation. 



68 CALCUL ISTfiGRAL. 

expression (CXLIII 3 ) de z et en utilisanl encore la formule d'ad 
dilion(CIII,>). On trouve ainsi (<) 



d'ou, en tenant compte de la formule (CXLHLj), 



La troisieme expression (CXLIIIg) de 5 est rationnelle en pu, 
j>', v'tfo-. <*<> tfa* #3? ^4; la derivee^ peat done s'obtenir sous 
la meme forme. D'autre part, Pequalion (CXLIII 4 ) montreque^ 
s'exprinie ratio nnellement au mojen de z, z* ^ V/ a o? ^ ? ? et ^'^ - 
quation (CXLIII 3 ), resolue par rapport a p'u, montre^que p r u s'ex- 
prime aussi ralionnellement au moyen de z, z 1 ', y/#o> ^4? Si 
done on se donne deux valeurs concordantes , s' Q de 5 on peut 



ou p est im nombre entier positif que Ton peut supposcr fitre egal a o, i, 
(n 619). La substitution (CXLIII 3 ) Jonne de suite 



f-4^ = c- (a -h -4= 

J V'K(^) \o >/a 



H- 



ou c est une constante arbitrage; la relation (CXLIII 5 ) donne ensuite la sm- 
vante 



>> /** x~ dz 

ou c est une constante arbitrazre, et qui perniet d'obtemr / -7 Les inte- 

,/ V R (~) 

grates du type C -*- > oil p est un entier nSgatif, se ramenent d'ailleurs, par 

le changement de z en ^> a des mtegrales du mme type ? ou / est posilif, mais 

oil R(^) est remplac6 par un autre polynome R 1 (-c) ayanL lesm^mes invarjanis 
que R(-s). 

G'est par cette voie que Ton a obtenu les formules (GXLIV). 

( ! ) Les valeurs de u qui annulent z* apparaissent imm^diatement sur la pre- 
miere des expressions de cette fonction : elles sont congrues (modulis <*& aui 3 ) 

a _ ?, 2 -j_ (,>,. -H Wo, - H- o) 3 ; en remplacant, dans Texpression de z, 

2 2 " 2 "' 2 

a par ces quatre valeurs, on obtient les quatre racines de liquation R(-s) = o 
C'est la resolution, au moyen des fonctions elhptiques, de liquation du qua- 
trieme degr^. 
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determine! r a des multiples pres des periodes, la valeur corres- 
pondanfe P O de u qui verifie les equations (CXLIII 3 _ 4 ) et les ex- 
pressions de JM'O, p'c seront ralionnelles en r , z\ r \/a , ct^ 

Cette valeur etant determinee, si Ton remplace dans les equations 
(CXLIII 3 _|) ? u par u it Q -f- r , on obtient manifestement, pourr, 
une solution de Tequation (a) qui, pour u = w > se reduit a ^ (M 
tandis que sa derivee se reduit a ,s' ; cette solution est la seule 
fonction analytique qui satisfasse a ces conditions. 

En appliquant a p(n II Q -f- ^ ) le iheoreme d'addition, on 
voit que la fonction z ainsi obtenue s'exprime rationnellement 
(ainsi que sa derivee) au mo\en de p(z/ ^0)3 JP ; ( u w o) ^Q* ^'^ 
y/a . a^ .... On voit de m^me, en considerant successivement 
les equations (CXLIII 5 ) et (CXLIII 3 ) 5 que p(u w H- ^ )i 
p r (u UQ -f- ^ ) et ^ par suite, p(it ?^o)? p ; (" w o) s'expriment 
rationnellement au moyen de 5, 5', ^ > s'o? \l&b-> a*, - - -- On voit 
encore que Tirrationnelle \Ja doit disparaitre des resultats qui 
ne peuvent changer quand on y remplace y/# P ar v/ a o- Les 
substitutions qui permettent d'exprimer s et s r en fonction de 
p(u ?/ ), p' (u WG)? sont done des substitutions biration- 
nelles, comme on 1'avait annonc^. 



634. On obtiendra les resultats finaux sons une forme 
due a Weiers trass, en procedant comme il suit : 

En reprenant les notations du n 631, faisons, dans 1'^quation 
differentielle (a), 

XTT , _7_ >N -try 

\Lt t- fJLj CtZ O CiJu 

XgZ -h (JL 2 du ( Xg Z -h [Jt,2 J 2 ^?W ' 

elle deviendra 

z + *i. 

C'est une equation du m^me type que 1'equation (a). On voit de 
suite que les invariants fondamentaux du polynome du quatrieme 
degre qui constitue le second membre de cette equation sont les 
memes quantit^s g% et^ 3 que pour R(^). 11 en r^sulte qu'elle ad- 
met la solution 



7 i - t2 A A 3 

Af) 
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ou les invariants g^ g^ de la fonction pu sont encore les inva- 
riants fondamentaux de la fonction Rfr). II en resulte aussi que 
la derivee de Z est donnee par la formule, analogue a la for- 
mule (CXLIII 4 ) ? 

f D; ^ = -_-4=r(23 2 p2*~A Z i -~2A 1 Z.-~ A,)- 

" 8 V'A 

On obtient line solution a de Pequalion (a) et la valeur eor- 
respondante de -f- en remplacant, dans ^ - ^, Z par la valeur 

quedefinitrequation(C), et, dans Inequation (D),Zpai ""^^J^ ^ > 

cfL Z ds . . 

7- par -^ - ^ - -r- : on trouve ainsi 
dit r ( A 2 - Ai 2 die 



, i _ 

ou 1'on a pos& 

GO = Ao^l 2 A t X 2 jjt. 2 -t- A 2 X|, 

C x = 



Si, dans les seconds membres, on remplace A , A f , A 2 par leur* 
valeurs 

* _ ___ / "J, 2 R " _ r , o 1 } R I' _i_, 1 2 13 ff \ 
j \ 1 AY * AI Aa -2 X^y 



12 

A = ^ 



on trouve immediatement 



, 

en sorte que Inequation (D) pent s'ecrire sous la forme 



qui montre, comme liquation (CXLIII 4 ), que pit s'exprime ra- 
tionnellement au moyen de 5, z f . 
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En ecri\ant que Fexpression de -y^ ainsi obtenue veri fie liqua- 
tion (a), en se rappelant que Ton a A = R() H , A 2 X en utilisant 
enfin Pidentite du n 631, ou Ton remplace z par z, z 2 par i, on 
trouve de suite la relation 



oujr a ele mis a la place de pit. G'est la relation du second degre 
en y et z qui doit (n 441) exister entre ces deux fonctions dou- 
blement periodiques du second ordre. Nous en represenlerons ]e 
premier membre par 



C = 



ou A, B, G sont des poljnomes du second degre en y et a, [i* y 
des poljnomes du second degre en 5; les expressions explicites 
de ces polynomes resultent de Pequation (F). 

Les notations precedents permettent d'ecrire 1'equation (<:/) 
sous la forme 



d'ailleurs, en differentiant 1'equation (F), on trouve de suite 

(2A5-hB)<3 f -i-(aa^ + p)X= o; 
on en conclut, par 1'elimination de z* r , 



Celte valeur de 5 est n^cessairement 1'une des racines de liqua- 
tion (F), consid6ree comme une Equation du second degre en ^; 

Fautre racine serait ^~- ^ 

a A 

L'expression ^ ^^ ^ ne peut diiFerer de celle qu'on aurail 
obtenue en remplagant, dans ^ ~*~ ^* 3 Z par la valeur que donne 

1'equation (C) ; cette dernifere valeur perniet d'obtenir simplement 
les valeurs de 5, z r pour u = o ; en effet, si, dans le second membre 
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de (C), on suppose pit, p' u remplaces par leurs developpements 
en serie suivant les puissances ascendanles de z/ ? que 1'on sub- 

stitue le resultat dans ** ~*~ [i , que Ton ordonne, enfin, suivant 

A >/-. -i- [J-2 * 

les puissances ascendantes de z/, on trouve pour les premiers 
termes 



A 2 



pour ?* = o, z et s r se reduisent done respectiveiuenl a ~ 3 -~ 
Ainsi ^^Y ^21 es t la solution de 1'equation (a) qui, pour 

^ "*0 

?^ = o-, se reduil a r^? tandis 'que sa derivee se reduit a 

A 



63S. Si, maintenant, dans les calculs precedents, on suppose u 
remplace par u z^ , en sorte que y^ y f designentnon plus pu, 
p'u, mais bien p(u w )j P r (u w o)5 si Ton designe enstiite 
par ^ 05 Z Q les valeurs auxquelles on veut que se reduisent, pour 
u = */ , la solution z de 1'equation (a) et sa derivee z 1 ; si 1'on pose 
} M = r 03 Ao = i; si 1'on choisit pour y/A = \/R(s ) la determina- 
tion qui est egale a z' Q ; si Ton designe par r(z } c ), h(z, r ), ce 
que deviennent, dans 1'liypothese ou nous nous placons, les qiian- 
tites 






qui figurent dans Fequation (F), ce qui revient a poser 

( ( '(-Sj -o) 



a\ )^g^ 2 -+ - 



en sorle que Ja relation (F) du second degre enlre s ct 



SUBSTITUTIONS BIRATIOSSELLES. 78 

r = p(n z/ ) prenne la forme 



si, enfin, on conserve les notations A^ 2 + B^ -f- C, or 2 -f- ti 
pour en designer le premier merabre, la fonclioii 

B-^p'(M MQ) 



_ - - _ 



est la solution de 1'equation different! ell e (a) qui, pour u =^ UQ, 
se reduit a i? , tandis que sa derivee se reduit a Z Q ( l ). 

L'equation (d), en tenant compte des notations actuelles, 
montre que Ton a( 2 ) 



_ 



e'est la racine de Teqaation a jy" 2 -f- ^ JK -f- y = o qui devient 

infinie pour 5 = 5 1'autre racine de cette meme equation est 
_ /_.', _/_,_\ TT/' | 

"?* "^ "V " ; pour x; = ^ eile se reduit a b , 

^C- 3 -SQ; - ^v- 

on le voit en faisant z = Z Q dans Fequation F (z, Z QJ y} = o. 



comme 



636. Soit /(w) une fonction analytique univoque qui verifie 
Tequation (a), ce sera, d'apres ce qu'on vient de voir, nne fonc- 
tion doublement periodique du second ordre* II est clair, d'apres 
Tanalyse pr^cedente, que Ton satisfera atix equations 



en supposant 

^ =/(), ^o 
et cela quels que soient u et UQ. II ne fautpas oublier que A, B, C 



C 1 ) Notons, en passant, les circonstances suivantes : jx u p. 2 n'mterviennent pas 
dans les r^sultats; y(^, ^ ), A(^, J5 ), pour z = z^ se r^duisent a R(^ ), H(^ ) ; 
F(z,z^y) est symdtrique en ^, ^r . 

( 2 ) Gette relation est due Si \Veierstr ass; on en d6duit imm^diatement Fexpres- 
sion de p'(u M O ) en^fonction rationnelle de s el de s r . 
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sont des fonctions entieres de ^ et de j , ou il faut supposer que 
s estremplace par/i'z/ ) el jrpar p(z/ "o); dans ce q ui suit > 
nous supposerons de meme que, dans a, J3, y, on a remplace r, r 



La seconde racine 

~B~. 

- 1== SA" 



deFequation A^ 2 -1-6,5+0= o n'est autre chose que/(2z/ z/), 
puisque cette derniere fonction satisfait a liquation differen- 
tielle (a) et, pour a= z/ , se reduit a /( zz ), tandis que sa derivcc 
co v^rliiit a /"'///^ ^* nn <=n r.nnr^lnh 



se reduit a /'("o )J <> n en conclut 

T> 



les seconds membres sont des fonclions rationnelles 

j>(z/ z*o)- 
De meme 



est une racine de 1'equation en jv"? a JK" -+ &y+ Y - ^^? dans 
1'egalite qui precede, on change, en designant par a, b les poles 
de y(w), u Q en a -4- 6 z^o? on a 



puisque Ton a (n 433) 



p(zz-|-?z a 6) est done la seconde racine de 1'^quation 
oj/2 _j_ pj/.^ y^ Puisque, pour u = z^ 03 elle se rdduit a R/ V 
on voit (') que Ton a 



En supposant U Q = o dans les formules (r-5) du num^ro 
dent, on ohtient Texpression ralionnelle de f(u) au moyen 

( ! ) HERMITE, Journal de Crelle, t. 52. 
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p' if, la relation algebrique entiere da second degre entre/() el 
j3^ 3 Pexpression rationnelle de pit au moyen de /(w) ; f f (u} el 
Pon pourraen deduire Pexpression rationnelle, au moyen de/f w), 
y v (z/), de toute fonction doublement periodique ayant les menies 
period es que /() (n43o). 

L'equation (4)? en v remplagant r^ par w -f- <>> jointe a 1'equa- 
tion (5) elle-meme, fournil, au moyen des formules (GUI), diverses 
formes du iheoreme d'addition de la fonction f(u). Le lecteur 
pourra multiplier les applications en prenant pour le polyn-ome du 
qualrieme degre (oudu troisieme degre), R(^) les polynomesqui 
conviennent aux fonctions p, ^ sn 

637. Regardant toujours z, r , z' ^ z' Q comme representanl/(^) ? 
f( u *)*f r ( li )f f ( li o)y puis u et IC Q comme des variables liees par la 
relation u z/ = c, ou c est une constante, les relations 

du = du$. dz = f r ( u) du. dz$ == 
fournissent immediatement celles-ci : 



ou \/R(5)j ^/R(^ ) designent les determinations des radicaux qui 
sont egales a/' (u), f(u Q }. 
On a, d'ailleurs, 



Ges relations, ou pc joue le role de constante arbitraire, peuvenl 
etre regardees comme des formes difFerentes de Tint^grale 
rale de 1 : } equation differentielle d'Euler 



cette int^grale, que Ton pent aussi regarder comme obtenue par 
I'^limination de w entre les Equations iranscendantes 

- 
est algebrique. 
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CHAPITRE XII. 

EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 



638. Si Ton eonsidere en general une fonction/(# i? # 2 , ..., ,x tl } 
des variables x { , 2S, ..., x n qu'on puisse regarder commie homo- 
gene et de degre v quand on regarde ces variables comine etant 
respectivement des degres oc^ a 2 , ..., a /0 c'est-a-dire pour la- 
qtielie on ait, quel que soil 1, 



(a) 

on aura, par une generalisation aisee d'un theoreme classique, 



Les expressions de g, ^* 3 , Q*, 7| a , e^ ... au moyen de o>i, co f}1 
montrent que, si Ton regarde co 1? CL> S comme du premier degre, les 
quantites enumerees sont homogenes avec les clegr^s respeclifs 
4? 6j 12, i, 2, ...; elles conserveronL ce meme ca- 
ractere, comme aussi leurs degres respectifs, si, au lieu de les re- 
garder comme des fonctions de CL>I, o) 3 on les regarde comme des 
fonctions de g^ ^ 33 pourvu que Ton regarde ces dernieres va- 
riables comme ajant les degres 4-. 6; c'est ce que nous 
ferons dans la suite. Dans ces memes conditions, si 1'on regarde 
la variable u comme 6tant du premier degre, les fonctions 



sont homogenes (*) et des degres respectifs i, i, 2,0, 1,0, ____ 



( ! ) Dans les fonctions 3(v) t la variable 9 = -- doit ^tre regard^c comme 
6tant du degre o; les fonctions elles-memes, envisages au point devue od nous 



EQUATIONS AUX DRIVES PARTIELLES. 77 

Pour les trois premieres fonctions, par exemple, les equations 
VIIl i?2 .3) appartiennent au type (a); il en resulte qu'elles veri- 
[ient des equations aux derivees partielles (6) que nous nousdis- 
oensons d'ecrire. 

Si nous considerons deux fonctions o et <i des seules quantites 
?->> ff** qui soient homogenes et du degre o, ces fonctions ne de- 
Dendent au fond que d'une seule variable, et, par consequent, 
'une quelconque d'entre elles peut tre regardee comme une foiic- 
.ion de Tautre. Tel sera le cas pour deux quelconques des fonc- 
ions A* , /t f 5 T, q^ &(o), J(~)<> K, K'^ .... La derivee de o, regardee 
:oinme function de i, sera e\idemnient donnee par les formulas 

<c/o d'3 f)*L> do db 



639. Nous allons montrer, d'apres "Weierstrass ( J ), que Ja fonc- 
ion 3(u; gj,, z) verifie une autre equation aux derivees par- 
ielles que celle qui resulte de Phomogeneite. Dans ce qui suk 3 
)onr abreger Tecriture, nous ecrirons d, ^, JD, p f ^ ... an lieu de 
*(u m >g*iff*)> ^("iS'i^s), P(ulff2,g9), dp(u ^>^, ,.. et nous 
,ontinuerons d'employer les accents pour designer les derivees par 
k apport a u. 

En egalant les derivees partielles, par rapport a ^ 2 - g* des deux 
nembres de 1'equation ^p' 2 = 4p 3 g 2 P ^"3? on trouve de suite 
es relations 



i / * ^ it 

ip T- T^ = ( la P ^2) -r*-- i = ^p ~- -- i, 
d du dg* ^ ^ * J dgs ^ dgs 

[iii foiirnissent aisement les suivantes 

e) F i dp "I _ i p d f i dp 1 _ i i B 

^Lp 7 lJ "~"~s ^' dUip oj;\ """ 5 ^ ; 

n remarqaant ensuite que la d^riv^e ^ de , peut s'ecrire 

ous placons, sont du degr6 o. De m6me, les fonctions snw, cn, dn**, ou la 
ariable ne design e pas le m^me u qui figure dans pw, mais bien cette dernidre 
ariable u divis^e par ^e t e^ 
( l ) Monatsberichte der Berliner Ahademie, 1882; p. 44^- 
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rL: J -- 6 > ou Ton pent remplacer ^ par sa valeur tir^e de la 
' p' 2 P P 

derniere des equations precedenles, on voit que Ton pent ccrire 

les trois egalites 



-P. - o ** f l dp 1 

P' 2 "" <>" LP' te J 

p^ _ _ gj A r * ^ p i * ^ r r i 

p'2 " 6 ^^ LP' ^3j 6 ^W LP' I " 



Si done on considerc une expression quelconque de la forme 
_Ly(p), ou/(p) est un polynome en jp, on voii, en supposani 

effectuee la division de/(p) par 4<p 3 5'a t p ffx et en se rappe- 
lant que les puissances entieres et positives dc p sont des fonc- 
tions lin^aires de p et de ses derives par rapport a u (n 411), 
que /(p) peut se mettre sous forme d'une expression Hn<5aire 

on p, p', p", ... et en -r- ( 7 - ) > rr , -- > expression crui 

a 7 cr 7 tr ? $ u \^p r ag* / du Lp o^z J 

s'integrera immediatement. Nous appliquerons cctte remarquc a 
la derivee ^ <p 7" ^ de ~; en mettant ccttc derivrc sous la former 

P'2 j)' ' 

7^ f(p} et en suivant la methode precedcntc, on lrouv<i 

i) p" gy, 

d'ou, en observant que, aprcs 1'integration, les deux membrcs- 
doivent etre des fonctions impaircs dc //, cii sorle (juc I'int6^ra- 
lion n'introduil pas dc conslaiUe 5 on ddduit, apr&s avoir mulliplie 
par p f , 

On int^grcra une scoonde fois, en appliqunnt an tonne p't, du se- 
cond membre la rigle d'integraUon par parties, on phiuH en so 
servant dc 1'iclenlitc 



ot 1'on trouvera, aprcs des reductions hn mediates, 

( !^- it ,^t>. *-, 
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on iTa pas fait figurer de constante pour la meme raison que tout 
a 1'heure. En integrant encore une fois, on obtient 



I'absence de constante resultant cette fois de ce que dans les 
deux membres, developpes snivant les puissances de u^il ne doit 
pas y avoir de lerine independant de u. Finalement, a cause de la 

C3 1 " 

relation p + ^- = ? on arrive a 1'equation aux d&ivees par- 
lielles 



<jiii ctait notre objet principal. 

640. En remplacanl, dans cette Equation, d par (^(P e a)~' i 7 
on formera unc equation aux derivees particlles que v^rifiera tf a , 
a savoir 



1*0111" y parvcnir, on calculera d'abord la d6riv^e scconde } par rap- 
port a u 9 dc c^a = \/p ^aO 1 ; on irouvcra de suite 

^ I_jL.] rf , ; 

(cP ^a) 2 ^p-^aj 



on a besoin do calculcr aussi cc que dovienL, par la substitution 
rf=-rf a (j> r)"i, la quantit<5 J ^ | + i' 4 g s ^; cette quan- 
titc, multiplicc par \/j) e a , cst gale a 



K fyi , <^n dp ~| 

^-T) U ** A - 1 ' '^ s ^ J 



>~e) [5 ' W* "*" tl4ir3 "< 
la quanlilo | ^ v^- -+-12^3 jp- figure dans l'<5quation(i); cllc cst 
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egale a j>"-f- 2p' ^ ; les relations 



se d^duisent aisment de Tequalion 4<?a g*2<?a g 3 = o, et an 
calcnl facile donne ( j ) 



on n'a plus qu'a substituer, dans le premier membi-e de liqua- 
tion (XGEI) du nnmero precedent, prealablcmcnl mulliplie par 
e a , les quantites 



par leurs valeurs; le resultaL, si 1'on remplace o*^ par ^ a c5* a? dcvicrit 



une fonction lineairc de -J-^ > -r-^ "T^ cl d ^a^ le coefflcienL 

</Zt- C/^2 ^ tj 

de a'a, diminue de ~ w 2 , se prdsente imm(5diaLomenL comnic unc 
fonclion doublemeni periodique de u\ celle-ci, si on la d (Scorn- 
pose en elements simples, se rcdtiit i la consLante <r? a ; on osl ainsi 
parvenu a liquation annonccie. 

Observons, en passant, que Ton d(5duil aisc'iineni dos rela- 
tions (CXLVi) les suivantes 

3 / . _ - . 

' 8;? 



641. A liquation aux derJv^cs partielles (X(HII) quo nous ve~ 
nons d'obtenir pour la fonclion o*(^; ^2, ^3), acljoignotis liqua- 
tion du type (b) 



( ! ) On voitdans tous ces calculA so presenter naLurollemcnl r 



Ilalphcn a doanc, clans sow TraM des Fonctions elliptiquGS, t, I, p, ,'Joo, <ri 
ressanlos rcmarques sur ccUc operation. 
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qui r^sulte de rhomogendite, et resolvons ces deux equations par 
rapport a -r , -T ; nous obtenons ainsi les relations (CXLVli). 

L'equation aux derivees partielles (XCHI) obtenue au numero 
precedent pour la fonction rf a (w; g$ 9 g B ) et Pequation du type 
(fc) que verifie cette mme fonction, toute pareille a celle que 
nous venons d'ecrire pour a 1 , fournissent de mme les relations 
(CXLVI 2 ). De mme aussi, en adjoignant a chacune des Equa- 
tions (i), (2), Pequation aux d^riv^es partielles du type () rela- 
tive soit a la fonction p 9 soil a la fonction , nous aurons deux 
groupes d'equations du premier degr^ d'ou Ton pourra tirer les 
derivees par rapport a ^ 2 ? A des fonctions p, ^; le lecteur trou- 
vera leurs expressions dans le Tableau de formules 



642. Les expressions (CXLVI_ T ) de S, S 

^ ' o&* ^s ^2 dgs t 

-~ se ddduisentais6mentdes formules (CXLV^_ 2 ). Les formulcs 



i sont dues a M. Hermile (), en sont une con- 
beqnence immediate; il ne faut pas oublier loutefois, en <tablis- 
sant ces formulesj que si Ton d<5signe par u 1'argument des fonc- 
tions , celni des fonctions sn, en, dn csi a\Je\ ~$ et depend 
done de g% et de g$* 

643. II esi ais<5 dc d^duirc des formules (CXLVr 3 _ 4 ) les expires- 
sions des derivees de co a , 7^ a par rapport g^ g%. Si, en efiet, dans 
j3' ct dans &? on rcmplace a pur une fonction dc ^ 2 , ^ 3 , Ics d^- 
rivdcs partielles par rapport a g$, g$ des fonctions ainsi obletmes 
scront cSviclcmment 

lf du t) dp n du dp du c) 

" ~~' " 



oCi-r^-> . . , 4-^- conservent le m&me sens que dans les 
otf* Qff$ * 

lions pr(Sc^dcnlcs. En supposant /is=to a , on tenant compte des 
Equations (CXLVl8_4) ot de ce que p, p 1 , p n , p' ;/ , % se r^duiseni 

rqspectivcxuxcnt alors a e^ o, 6el > o, 7\ a? on trouve sans peine 



l ) Jo urn. de Crelle, t. 85, p. 2/J8. Voir aussi MEYER, Jo urn. de Crelle, t. 56, p. 3ar, 
T, ot M. IV. 6 
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les relations ( * ) 



(GXLV 3 ) 



644. On voit que o> a , ri a , consid^res soil comme des ibnc lions 
de gj, soit comme des fonctions de g^ verifient un systemc d'o- 
quations differentielles (ordinaires) lineaircs et homogfencs dti 
premier ordre. Chacune de ces quanliles verifie done une Equa- 
tion diflferentielle (ordinaire) lin^aire et homogdne du second 

(*) De ces relations et de la formule (XIII.,) on tire ais6ment les survantcs 



qui permettent, dans le cas oil g^ e t g* sent r6els, et suivant que (j* esL positif 
on ngatif, de reconnaltre, en supposant g^ fixe eL g. 2 variable, dans quel sens 
varient les nombres r^els et positifs dont les derive'es par rapport a g% fi^urenl 
dans les premiers membrcs, et, par suite, dc qucllc facon vane Ir i^ectanglc des 
pdnodes. 

i G> o; ti> M w 3 ont le mdme sens qu'au n 590. Le rapport - ou ~ ? lorsquo 

I 0) j Js 

g z crott de $\/gi ^.+00, dimmue de H- oo a i, ou crott dc o a i, suivant que / a cst 
I>ositif ou n^gatif Les valeurs hmitcs se ddduisent des expressions dc x, x' an 
moycn de x, en remarquant que, d'une purl, ^" 2 clant un pen plus grand quo 
3 {/'#;;, <? 2 est voisin de e z ou de e n x cst voisin de o ou dc i, suivant quo Ton a 
gi > o, ct, d'autre part, que, g^ ^tant voisin dc -+-00, les racmcs <? n <? a , e, sonl r<i- 

pectivement voisines dc zs2. 9 sD, JLL?, en sorte que * esL voisin clc- Pour 
2 g- a 2 2 

#3 = o, on a o>, =^ zw r 

2 Q > < : ^u w a ont ^ e Ji6mic sens qu*au n 505. Lc rapport WB ~^~ ou 

* \ '' .1 "I ^i / 

Z 'J^,> lorsque ^ 2 crott de oo a 3^iS, crott de i a -h oc, ou cl6c.ro It da i a o, 

suivant que Ton a # 3 o. Pour cc qui cst des valcurs hmilcs, on les ohiipiulru 
en se reportant au n 505 et aux forrnulcw (CXX 4 ), en rcmarquanl t d'uno part, 
que 2 <Stant voisin de oo, la racine relle g a col potilo, tamlis quo Ic oocninuuil 
de i cst grand et positif dans e 1} grand et rv<$gatif dans e a , en Hortrs quo x iHt 
voisin de J, et, d'autre part, que, g% <5lant un pcu plus petit quo 3J/jjff, le coef- 
ficient de i est petit dans e t ctdans e^ en sortc quo Ic cocfHcicnt do i dans x cst 
tres grand et nrigatif ou positif suivant quo Ton a g, A * , Lc rapport conidci^ 

est e"gal a \/^ ou A -r;? pour^ 2 = o, suivant quc^ s cst positif ou ne'gatif, c.ornmc 



il r^sultc aisdment du n 551. II est <Sgal k t pour 
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ordre. Le caractere de ces equations et la propri^te de leurs coef- 
ficients d'etre des fonctions algebriques de * 2 , g 3 , ne sont pas al- 
teres si ? d'une part, on change de variable independante, la nou- 
velle variable etant liee algbri quern en t a g%, 3, et si, d'autre 
part, on multiplie soit o> a , soit 7) a , par une fonction algebrique 
de g$,g$. En multipliant ainsi co a ,7] a par des fonctions algebriques 
homogenes de g*>, g$ qui soient respectivement des degres i, i, 
et en prenant pour variable independante une fonction alg^brique 
homogene x de g*>, g% qui soit de degr o, on voit que les fonc- 
tions A, B de degre o, qui remplacent w a? y ja , v^rifieront un sys- 
Leme d'equations difFerentielles Jineaires (ordinaires) du premier 
ordre de la forme 

dh d\\ 

= PA -+- QB, -5- = RA H- SB, 

ax doe 

ou P, Q t R, S sont des fonctions algebriques de la seule variables, 
comme le monlre imm^dialcment la consideration de 1'homoge- 
neil^. Cliacune de ccs fonctions A, B v<5rifiera une Equation dif- 
fcrcnlicllc lindairc (ordinaire) du second ordre. 

Lcs renseignemenis qui precedent et la remarque que 1'on a 
faitc nu n 638 suffiscnL pour former les Equations de cctte nature. 
Pour x = A" a , A = K, B ==E 5 on obticnt ainsi les relations lindaires 

/rirr fjw 

(CXLVji); des relations analogues pour , ^ , , , & - s'en d^duiseiu 

par le changcmcnt dc 7c 2 en A J -. On relrouve de cette fa^on 1'c- 
<| nation du second ordre (CXLV) que vdrifient K ct K 7 , (Squation 
<|ui a jou6 tin rAle capital dans le Chapitre VII, ct, d'autrc part, 
l'<5quation (GXLVt,) que vdrific E; colic que V(5rific E' s'en d6duil 
aisimcnt. Si 1'on pose 



on obiicnl do. mfime les relations (CXLV c ^t) IVjqualion que v<$- 
rific A cst due Jt M. Bruns. 

048. I-cs Equations (XCIl) du n 640 permcltcnt ^viclcmmcnt 
d'obtonir les d6riv6os des quaniils ^ a , ^ 3 par rapport 3i o>i , to 3 , ct 
Ton pourra cnsuilc romplacerlos systftmcsd'^quations ou Jfiguront 
les ddrivdca par rapport i w, #*;>, ^ 3 par des sys times d'dquatiows 
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ou figurent les derivees par rapport a M, to,, o> 3 . Pour les fonc- 
tions homogenes et de degre o, on pourra introduce, au lieu des 
deur variables co w a , la variable unique T = g, et Ton pr(voit 
ainsi le lien des Equations (XC1T), (XCHT) que verifient Ics fonc- 
lions rf, rf a , avec Fequation 



(XGIII) 

du n 166 que verifient les quatre fonctions ST. 

646, L'equalion aux ddrivees partielles obtenue pour la fonc- 
liondjouilde propriet^s importantes (^) sur Icsquellcs nous no 
nous arr^terons pas. Nous nous contenlerons d'indiquer Fusagc 
commode qu'on en peut faire pour obtenir les coefficients du do- 
veloppement en s^rie enli&re de la fonction du. 

Comme d(u, ^"2? gz) est une fonction (transcendante) onticre 
de u, gz, gz son d^veloppement est de la forme 



ou a, p, y sont des entiers positifs ou mils ; les coefficients o rt ,p, Y ont 
des valeurs purement numeriques qui dependent do ccs cnliors. 
De ce que la fonction d(u, g$, g^ esl homogfjnc et de degrrf i , on 
d^duit, en lui appliquantla formule (&), que Ics Lrois indices a, 
(3, y d r un m^me coefficient c a ,p, r sont n(Sccssaii^cmcnt lic^s par la 
relation _ 4* 6(3 H-y i = o; il en rdsultc quo, si Tori mot 
le d^veloppement cherche sous la forme 



et si, pour la commodite des calculs ullerieurs, on met A v qui csl 
une fonction enti&re de g, g% sous la foz^me 



ou a m ,n ^st un coefficient purement numcSriquc, m ct ti soul dcsn 



( l ) FbzV WBiBRstnxss, loc. cit.; Hxt^WBN, toftie t, page 
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entiers positifs on mils qai v^rifient la condition 27n-4-3/i = v. 
Liquation (3) fournit d'aillenrs immediatement, pour le calcul 
des polynomes A v , la relation 

A T^ ^ A V-1 , a <r* <?Ay-t (V ') (2V l) . 

Av = I2 * 3 ~^r~ *" 3 ^ is --- g - * Av -" 

qui, sachant que Ton a (IX|) A = i, A< = o, permet de calculer 
aisement ces polynomes ; en y faisant 

#2 = 22?, &*=%> 

elle prend la forme tin pen plus simple 

v-i (v i)(av -Q _ A 



on pent ausbi se servir de la relation 
/, = (* -*- /+!, -iH- i6( -+- i) 



3/i i) (4m H- 6/1 i)a m -\^ 

qui en est une consequence immediate. On relrouvc ainsi les 
nombres qui figurent au Tableau (XCII), nombres d^ja obte- 
nus ( 1 ) an n 407 par an procdd^ moins rapide* 

L'6qualion aux ddrivdes partielles (XCIII) permet de mSme 
d'obteriir les coefficients du deSveloppement de d^u. II convient 
toutcfoi's de 1'dcrire autremcnt en y faisant figurer la d^rivde par- 
tiellc 5^. Dans 1'dquation envisag<5e les deriv^es parlielles sont 
prises en regardant o* a comme une fonction de w, g^ g$\ si Ton 
rcgarde d^ commc une fonclion dc u : g- 2 , ^3, e a , on devra tenir 
complc dc cc quc# a esl Jui-m6mc une fonction de g%, ff$, ct Ton 

aura, c dosignant par ( j- 25 )* ( g^)* (/T^) ^ es d^riv^es partielles 
dc 0*0(5 prises dans cetle nouvclle hypothdse, 



(*) On Lrouvera dans Jos Formulcs, cic., dc M. Schwarz les coefficients a m n 
pour Loutcs les valeurs dc /n, n telJcs que Ton ail a/n -H 3n< 17; les quantiles 
<fuc M. Solxwarz ddsigtio par a w n soiit, cix conservant nos notations, 6galcs 
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En remplacant dans Tequation (XGIII) et en se rappelant que 
la quantite-g^-p-h 12^3 -J-- estegalea| (6^ ^), on irouve 
Fequation 

^tftt a 



rf a est une serie entiere en u dont les coefficients sont des poly- 
nomes en g% 9 g^ e& qui peuvent tre ramenes a ne contenire a 
qaVu second degre, aumoyende Tequation 4e'l j<x ^3 =L =o, 
en sorte que Ton pent poser 



v=o 



(v) o-w A./* r *iv) .// trti 

m i tl ^ 2 3 V "" ^ "* tt 2 ^ ,i 

(a 7?i + 3/i = v -hi), 



ou ^S?,j ^SU> c wU sont d es coefficients purement numdriquos 
comme il r6sulte de I'homogen^ite. On Irouve sans pcinc, an moyen 
de liquation pr6c6dente ? les relations 



6 

(v i)(av 3) 
^ --- n - 



._ 
, (v i)(av 3 



qui, sacliant que Ton a (XI 7 ), 

AO=I, B = o, C = o; A!=TO, B t T i, 
permettent ais<5ment le calcul des polynomcs A v , B v ? C v 
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TABLEAU DBS FORMULES. 



xci. 

Developpements de pu et de w en series. 



p u = 4- c 2 r^ 3 H- c a w* -4- c 4 z^ 6 -+- . . . 



__... -- 

5 7 -2 /' i 



. _ _ 

7 ~~ 



c = 




__ _ 
8 . 5-*. 7. n. 1 3. 19 2 6 .7 iJ . iH, 19 ^ 



9 .3 2 .5"5 18.17 "" a B .3.5"7*.n*ri 



Cff 

12 



3)(2rH-i)c r = 3[c 2 C;,_ 2 4- esc, a-h c^ 0,^-4 -H... -4- c^jc a | pourr > 3. 

xcn. 

Dfoeloppemenl de tfu en s6rie. 



. do 1 
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XCII (SUITE). 



En posanl 
on a 



, = (7?i-4-i) 



A 2 = - ?, A, = 6# 3 , 

2. 

A. = - t8*,*v A 6 = rf - 



[a^i == 33.5.20807, tf'M = a 3 .3.5 8 .3i], 
[a 6 , = 3 2 .3i3.5o3, a 3jS = a 3 . 3 s . 6.37. 167, a 0| 4 = a*.3.f> 4 .3i]. 

XCIIL 

Ddveloppement de cy a w aTi sirie* 

Vssoo 



A,o, A a =, 

. _ 

-, A 7 - 



Ci=o, C s = 3, 
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XC1II (SDITB). 

dAv-i (v i)(av 3) 
-^r -- 6 - 
dB v _ t (v i) (av 3) 5 

^-^ - 'i - jiBv-.+.- 

(v i)(av 3) _ ,_ 



__ - __ 



Les (juatre fonctions 3r verifient 1'equation j-^ = ^i -r^- 



xciv. 

Developpe merit de ^(M, ) en $6rie. 



e-C". = 









oil Ton a r^ - et ou c 2 , c 3 , . . ., c r sonl donncs par le Tableau (XCI ). 

xcv. 

Developpement en series de$ solutions y de I* Aquation d (/] c rental I r 



CL, cn supposant a H b 4- e = o, 



sont dcs solutions de liquation diflerentiellc, sii'oa prond pour Ics coeffi- 
cients A Ics valeurs qui suivent. 



TABLEAU DES FORMULES- 



XCV (SUITE). 



A 2 2) = : 



i 



. 5.7. 



i l ) = 2 5 .3 3 .5,7. j n 2 a' ) 2 -i- ^.3*. 5. 7. 



= (r - 1) ara Aj,^ H- (r -4- t)*bW -+- (ar -f- a) (ar-h 3 )c Aj 



) = o pour r < o 01 pour r > n. 



= snw. 



i-* 
r 



- f 

'i - A 2 
A 2 -i 



Q2 CAICCL 

XCVI. 

Valeurs pour u = o afes derwees de sn zs, cnz, dnzt. 



sn'(o) = i, -sn 
(o) == 1-4- i35/c 2 - 
sn< IX >(o) = j-f-i228A-2 

sni"> (o) = in- i io69/c 2 -4- i658a6/* -4- if>58a(U 6 H- 1 1069 A 8 -4- A 10 , 
sn (*u (o) = i -t- 99642*2 -4- 4494351 A* -4- 1 3 180268 A- 

H- 449435 1 A -h 99642 A-" -h- A 12 ; 

snt^(o) = 1-4-896803 AS -H 1160,946737^ -4-834687179/1 

-H 834687179 AS -f- r 16294678 A-io -h 896808 A- -i- A". 



cn ;/ (o) = i, 
tl n "(o) = - A2 5 



= 9 ia > 

= 3o 7 68, A</ 

L^ 1 = 33212, A ( 2 6) = 870640, A'/) =s i5385fio, A^ B) =x 269328, A^^ &- io'>,4 

A ( ! 7J = 298982, A^ 7) = 22945066, A ( /' = 106928008, A< 4 7 > = 6->oo88<)6, 

Ai 7 > = 4180992, A ( 7) = 4096. 

an (,*) = 



, - ( -i- A") ( - * 



27 

XGVIL 

D&rivees de pu en fo notion lindaire des puissances d pw. 






TABLEAU DBS FORMULES. g3 

XCVII (SUITE). 



j 



- p(i ( ) = ps _ I p. _ p! , M _H _ pi 



(l 



xcvrii. 

Le^ d^rivi'uiH d'ocdrc pair des solutions y do ('equation di(F<Srenticllc 
( ~j \ 5 ^ <ry* -i- /^/ 2 -h c s'cxprimcnt par la formulc 



oil Ics coofficionLB Aj/ 1 *, A 1 ^, A 1 ," 1 , ..., A^ } aont donnds par Ic Tableau (XGV). 
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XCVIJI (SUITE). 



sn " w = __(! _f- A- 2 ) sme - 

en" & = ( 2 X* 2 cn M 2 2 en 3 , 

dri' u = (2 X. 2 ) dnzi adn 3 u\ 

-ioA 2 (i -We 2 ) sn-< u 
cnw H- aoA 2 (i 2 
z^ = (16 iG/: 2 -f- /c*) cln ZA -f- ao( 2 a) cln 3 z/ H- ^4 cln> 

1C. 

2V tO^ 



o t&i 

(J*,V) 

(a) 

(3) 

(0 - a 



2V) 
r t st \ j.i / u 
( <3{vv ; = n(n> 

( jji = o, i ,,..., /i i ; v = o, i , 9 , . . . , n i ) ; 



(5) 

(G) 2 



c. 

Soa^*) Sao( M ) ao(w 
(j) C-B C- u-t-flrt-t- .a- 



) - Spo (a) Syo (w) 6ao() Syo ( 
a) r= $p (<0 Spa('0 SaoW ?pa('* 
S?( '0 



TABLEAU DES FORMULES. 



CI. 

Z(u) -h Z(a) Z(z/-ha) = A 2 sna snz^ sn( u -+- a) 

A 2 sn a _ sn r/ r , 

= [ en a en u en ( u -h a ) 1 = [an a 

dna L v ' J cna L 

snacnzt dn(z^ -+- a} = dna sn(u -h a; en a sn z^, 
cna en ZA dn(zz. -h a) = dna dn u cn( & -+- a) -+- A"' 2 sna snz/, 
d n a en Z sn ( u -f- a ) = sn a dn ( u ~f- a ) -+ sn u en ( u -f- a ) , 
A 2 en a en zt cn(zt -H a) = dna dn u dn(zt-i- a) A' 2 ; 



/o / \ r* 

A 2 s n a sn u sn (w -t- a) = A 2 



a) 



[ c n (u -ha) en a en u ] 

I(ZA -ha) dna da w] T 

sn ( zz H- a) en <7 d n z^ = d n (u, H- r/) sn z^ -h en (z^ -+- a) sn a , 
en (M -h a) en a d n u = d n (zt -h a) en zz. dna A' 2 sn (a -h a) sn ^ , 
(zz -h ct) en a sn z = sn (z -h a) dn z sn a en z^. 



CTL 



(o) 



E 



K <?7 - 



IS' 



BK'H-B'K KK'= 7; 

IA 

-s 7/(o) 7/(), 



f" 



T u - 



/*" / >a 

U(a f )-s / - 
v J 7 ^/ 



" / >a sna en a dna 



amw 

in am u ~ 

tt 



/ 
w 



r// , , 
was ttZ(a)-H- log 
x vt e 

, co fund ST am( K a), 
cos am w =a ciiw, A am w = dnw, 



B(a // ) 



GALCUL 



CII (SUITE). 



( 7) Z(w> ^^TTT^TT? 



(H) 



(10) 



(0 



(4) 



S 



E: 



J tt 
dn 2 O, /)<fw, 
_ 

E' = E(K') = T cln2(z, k'}du, 
Jo 

H(K, a) = KZ(a) = KEfa) aE ; 
' / E (M) rf __ 1 1 3 8 ( ^^ ) 

^ - e ~ eco~) ' 



cm. 

Formules d> addition de ^u et pa, 



a) 



____, 



pa pa 



p' 
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GUI (SUITE). 



97 



(6) 



pa) 2 



I p'*U_ 

4 P' 2 u " 



t pa 
' Pb 

\ pa p'a = 



p'a 
p'b 



= 0, 



a -4- 



j> f afib __ p f 6 p^ _ p'c p'a 
pa p^ "" jT^pc "" pc' pa ' 
pc pj& ^ p c p f a ,p a p f c pap'b 
"pc pc pa pa" 

[ a -h /> 4- c S3 o, modd. 2tOj, awj], 



do) 



, modd. 



- u>6poH-pc pan-pap b -H y ) 

5 -Jl } * ^ ^ + ^ <?) ^(a ^ + c) o^C a H- /? + c) 



r (pc pa)[p/>-p(c-f-a)]rp*-p(c a)] 



p a p 6 ' p c 

'rt_j)'o 

T ......... 

pa pc 



p(aH-c) p(6n-rf) ' 



03) 



T. ot M. -^ IV. 



, pas 0,1,2,...,*; a>p), 

7 
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CIV. 



> = o, T, 9, ..., i; 7 = 0,1, a, .,/? !). 



(0 



(3) 



(4) 



, 



=v 



JJ | 
;=! 



JJ JJ 

/> = ! 7=~V 

<7==v--i 
, )] JJ ( 



IT 



[51 
ap 6 z -^,p*i 

= 8p' (p.-p) (p P?) (p P ?) (p P 
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GV. 

La fonction IS(P) est une determination de logsinirp holomorphe dans 
tout le plan de la variable v, OIL Ton a pratique une coupure, le long de 
Taxe des quantites reelles, de DC a o et de i a -j-oo. Elle est determined 
par les inegalites suivantes, ou Ton suppose P = a -t- bi, a et b reels, n en- 
tier et oil les logarithmes doivent <tre remplaces par leur determination 
principale. 



r 



PARTIE SUPERIEURE DU PLAN; b > O. 

^4 "-*-* 



2 >. 

Is(r) = log sin TCP >. 



*(P) j= log chTt6 ( 

BORT) SUPfcRIEUR DE LA COUPURE; b = O. 

s(v) = log| 



Is ( r ) =. log si n TC a ^ /i -ju t, 



r 



PARTIB INFERIEURE DU PLAN; < O. 
- 1 " + 1 



>, a 

Is (r) = log sin TC^ H- 



a = 



= logclm:6 



BOUD INFliRIKUIl DK LA COUPURK J b = O. 



a/z -I- i, 



-I- 



2 // -f- 1 < a 
ls(p) = log 



a n 



i) TC/. 



Duns los fornuilos suivanies, v <Stant mis sous la forme = a-i-(J'c, oti a t 
sont reels, ou suppose |p]< i pour Jcs <leux premieres formulas (2), 
P I * '" i pour los deux dorniciros form u les () ci pour les formules (3). 



| t 



(a sin r 
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CV (SUITE). 



(3) 



logsn 



(4) 



7*~ 1 



Si x est mis sous la forme a? = aKa H- -u'K'p, o& a el p soul r<!cls ct si 
Ton suppose | p | < {-, on a 



(5) 



rs:* =oo 



55 """ 1 si 



a TO vi 

TT 2* i -a^*-i COSTCO -h 7*'" 4 






rasl 
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(01 



CVJ. 

Si u est mis sous la forme u = 2ao)i 4- 2^0)3, oil a, (J sont reels, et si 
I'on suppose | P | < i pour les deux premieres formules de chaque groupe, 
| P | < i pour les deux autres, on a 



(I) 



i ! 

log i - 

it 2(0! 



. . 

Hlogsm -- h 




2u> 1 



cot 



2q> 
7fiw 

r=l 
_ 2lt ^ tf 2 ' 1 

" ^ 2^ r~T^ S1 



I 2 sin 



. 7C& 

n 



. 

sm - = 



211 



1CM 

Jo7 






I+ OS 



*-i sin 



_ H, Mf I ft 

I 2^ 85 ~" 1 COS h ^ 4 ' c " 2 

* OJi * 



1) W rs -^ 4- 
* 



ji 
COSCC 2 - - -- r 



/'7IW 

COS , 

0)1 



cos 



COS 
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CVIL 

Dans les formules suivantes relatives au\ 9r, on n'a ecnt qu'une fonnule 
sur quatre, les autres se deduisant de celle-la par 1'addition cle j soil a r, 
soil a fp, soit a chacune de ces variables. D'ailleurs on d^duit aussi aiso- 
ment les quatre formules relatives aux Sr des quatre formulas relatives 
aux p que Ton a ecrites. Le symbole &(a) veut dire partie reelte de a. 



Pi(0?i(ay) = _ . ,. t . , + ^ 



n = 







TABLEAt DBS FORMBLES. Io3 

CVII (SUITE). 

(2) [suite]. 



w = ao 

qin-i 



s=l 

//=00 

;_,) 

=:! 



-*(?)<*(;) <*(;) 



-i cos 2 TUP -+ 



(3). 



vC 0* _ a y 2 ^"Hj/-i ^ . 
" >J 



w s 1 
iizs.ee n ^L 

_ i _ 

'^ i /- 2 /7 2 

/JK-'l 

/ PI (0 piter) _ ,,V ( ~ 0" ?"""* ^"I'/ii j 
p7(") ' " " 



. fjj i ) pi (ay) _ 

" 



. _ , . . 

"" * 



nsl 
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CVII (SUITE). 
(4). 



P()plOO 7-7-* 






| 

^n-r- 2 ? 2 " 

M s= 1 n = 1 









-*(?)< *(;)<*(?) 



(5). 



/I SS 00 // S= 00 



(6). 

(;)<*(;)<*(?)' -*(?)<*(5)<*(j) 



(7). 
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CVIII. 

Dans les formulas suivantes, on n'a ecrit qu'une formule sur deux, les 
formules non ecrites se deduisant des formules ecrites en ajoutant i a la 
variable c. 

(0- 

n = = oo 

3r' I (o)2r I (p) i V/ N <7 2/i 



(2). 



t o) i -y'^ inf l)7t ,-./ [ 

iSrfo)3rt(p) /(ainwp^An-V*"* v w -^V 

n = t 



ws=l 

(3). 



_?>1 & ''^_ _ ' _ - g'""' :in(a^ B c= ( l 
w&(o)Si(p) 4sinitc "Adt-7-i v ; ZJi 



. WP 

' """ 



Us seconds mcmbrcs tie la premiere dc chacunc dcs dgalites (GVni 1)2)3 ) 

convergent pour <!H(T)<H(T) <&(:); les seconds membres des 
\* / \* / V v 

* M /< J \ M A\ 

<lcrni6rofi 6ffaliU8(OVIIIi,ij) convergent pour R UI<aJR. T) <<91K )* 

\*/ \*/ \*/ 

Les demiors membeos cle toutes les dgalite's (GVIIIi,!^) convergent quel 
quo soil P. 
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CIX. 

Dans ce Tableau on n'a cent qu'une formule sur deux, les formulas 
quc Ton n'a pas ecrites se deduisent de celles que Ton a ecritcs en ajou- 
tant ^ a la variable P. 



0). 



m = oo n 

-- 1 = V 



2 q-n sin(un rjrcp 4- 
I 2<7 a/l COSTTP-h <7 Wl 
n = l 

71= CO 

2/1-1 sin (2^ 



1 COS IT P H- 



"" 



2 ^R*-I-A 

( l) - ^ 
v / j~.SC 



5= ee ,, . , 7/1 = //"= 09 

H?j " 2 ( " I)By ^ + 2 2 <- o**-^" " s) " 

fl = w = l //j=0 

= V ( . I) ,-, ? (-i) 1 

-*J ' I H-aflrS 



T 



_ eo(aii 



Les formulas (ClXj) concernant g 3 / ; ci K-4-r sont convorgentcs pour 
- A ( J) < a ( J) < JR. (j) ; celles concernant |^ el |lli sont opn- 
\crgentes pour A N j <2^ (~ J < A ^5 ) 



TABLEAU ES FORMllLES. 



IO7 



ex. 



it* 



I ^ Cu i 



20 



g$ __ / TC \0/ $ a 4 

"" ~'~ ~~ 



>,K 



- 1 I -h </ 2 



fl eo 

* 2 a"'"" 1 ( j . - ira=y - "ri 2 



(0) 



ft 00 

'-** 2 <-')* 

We? I 



roS 



CALCCL 

CX (STJITE). 



n=l 

/I = eo 



= a ? 



r 



2 <- ' 



I - 

* 



Integrates des fonctions doublement periodiques. 

CXI. 

J rt s= /'p"w <:/w. 






i3' 



- 

T 5^7 TT 

!!&Pl 

a. 7 5! " 

>!!, 7<rl P'" , 8.a3jnft j/w 

2 s 7! f.'.3.5 TT a*. 5. n 3! 



TABLEAU DES FORMULES. 

CXI (SUITE). 



IOQ 



i _ 

8 "~ 



_ 

* u " 



n 5 n! 7 9! 22.3.52 7! 7.11 51 

-L. / JLLL + 3 ' 3l *i ^ ^ - '67ffig3 . / JM_ ^ 7^2^! \ 
\2*.5* J3 22.72.137 3! .25.3 5.7.11 ^ V2 8 -7-n a*. 3. 5. i\) 

W u 3*fft pt") M 32^-3 j)C^) tt 3.i3^| p^"U 3 2 >i3^ 2 ^3 pW 
17! * 22.5 i3! ^22.7 n! + 2*.52 - 9! + a*.5.n 7! 
, /3-47| . 32. 53 ^ \ p u 3.i8irt^ >P y a 
\2 5.i3 2*.7 J .i3/ 5! a5.5 2 .7.ii 3! 

.n^ 3.223^,rt \ rr/l / 7^! , 383rf/r, \ 

-i3.[7 -?2.5.7.n.i3.i7/ - U.5.H.I7 2^7.11. i3. 177 ' 



)<)! "" "2 i5! 2.7" i3! 2*. 3. 5 n! 22.7. n <) 



"' \2.J.5i3 2V7.iV 7 1 ?>.3. 7 .n 51 

5717 "^ ^i*.i'r?i3^) IT 

^2*.7TTT7i3 19 7.13.197 \2*.7. n. 13.19 2 10 .7.n.ic 4 )/ 



U( 

"j: _ ,,(!n- si-si .,. . . + ^i p- _ B;> , ? B + BJ,> 

^ '^ /i ~ 2 /' ~~~ I ) <j 



/Kro, 1,2, ...,/i-t-i); BJ."' o pour r<o et pour 

CXII. 

(0- 



_p y 



11O 
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CXII (SUITE). 

(i) [suite]. 



j?> = pr, 

A (n = _ 



(v =0, i, a, /( -t-3); BV" = o pour v < d pour 

(a). 

J/tSS r__^__ n . 



C (tf <>) 



(3). 



Si P est une quelconque dcs solutions <lc l'6<juation , 
rap +-, _ QUA _^ a 3 "^- PY /* d^ 



> on a 



TABLEAU DES FORMULES- 



I I r 



CXIIL 

(0. 



Si y est solution dc I'equalion diflerentielle ^r-J JK 4 + by- H- c , 



- 4 
on a, en posant J n = / j du, 

d*n\ v /72rt 3 v dV 

'-^i-^-*-^'^ +BSfl,g-HBlfJ 1 . 



-i- PK 



I'oir Ic Tableau place a la fin dcs formules (XGV). 



'n = - 6, B\ 2) = .56, 



J = * 3 3 



( r = o, i, 2, ..,,), B ( /z) r, B c / l) = o ponr / < o ct pour r > n, 



(/-.o, r, >,, ..,, //); 



(2/l -l)(2/ 2) rtCpj5 

) = o pour r<o et pour 



(a). 
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CXIV. 

M) rf -7dr/P<)' 



5pcc( ") du = 

r e 



Aoco( z*) 5ap( M) rfa = J p ( ") rfw -+- (ep eajj g 
r5ao( 



rSp(M} 

cxv. 



/* i i* L 

I svadu ^ log(dawH-X-cnw), / cna<fa ^ log(<lna X sna), 

/, / . v {* du * Ann cnw 

dnie^uss dog(cnzA ^snw), / " lo 

. / hn ic 



. 
gn M 

en ?/ n- z7/ sn u 



< a og , f 

en u k * Cttu ./ daw H' 

/*cnyt . i T i &snw /*ciiw . . r do a 

/ ofw = - T log - : - 9 I du =3 log - ~ 

,/ dnu k & daw J sn u b snw 

fdnu. , r rnu rdnw . , fn-s 

i -- rf a = log - I * <afa . log 

f / saw p saw J cnw e ciu 



TABLEAU DBS FOIOIULES. Il3 

CXV (SUITE). 
(3). 

jsnucaudu= ^ dnu, I snudnudu = cna, 

/ en u An u du 



(4)- 



r " , /:5 , r^w ' 


/* du t 


i E i 0\(M) 


/cnwdnu , , 


(5). 
r snw dnw 




7 flnzA " /c 2 & 
/en w , * sn M 


/snw 
cnwdnw 

/* dnw 


, i , dnw 
du = 777 log 
Ar s cnw 

y . sn M 


snwdnw " dnw 7 


(6). 
fZ^du 
/SUM T 


b cnw 
dnw 


p <\nu j CUM 


i en i* 

MM ._ .1. 1" 4 


/en w sn M 


dn*w 
/dnu j 


75 3nli 


dn 2 ^ da^ 


en 4 * 


cm* 



T. ot M, - IV* 



U4 CALCUL INTEGRAL. 

CXVT. 



U UQ , U UQ 

* 



'2 

9 



M -4- t/Q 





- UQ U - U 

' 



Hi 



H """ 9 

/ - - -- = MZ(MO) -H log 
J cnw __ cnMo / 






En dormant 4 la constante MO des valeurs convenables, on parvicnt a des 
formes nouvelles pour desintegrales anlerieurementcalculces(GXin 2 ,GXV). 

(7)- 

Si Ton designe par i y= / r (a) 1'une quclconquc dcs fonctions Joa( w O 
Sa( M ) py( w ) snw CI1M daa P ar w <> une constante, par JKO Xo> Xo? 
la valeur pour u = u de la fonctiony(w) et do ses derivces, en/in par c/, 
b, c [Tableau XGV] les coefficients de Tequation diQerentiellc 

y'* = ay'* -H by* -^ C , 

que verifie la fonction /(w), on aura, quel que soil n, 

(71 - i)y' J /? -+- ('2/i 'i).y; J rt -i-f- (n a) (GajrJ H- ^) J/<- 2 
+- (4 /i 10) ay J,^ 3 -H ( ti '] ) a J /t _ 4 = 



en posant 



r 
"-J 



[/() ^ ()]" 
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Il5 



CXVII. 



On suppose 







a, p, a', p' etant reels; ;% S, v sont des entiers donnes; r et s sont pre- 
miers eiure eux, sanf dans la formule (6). Le chemm d'integration est 
suppose ne contenir aucun pole de la fonction sous le signe C\ /n, n, x, 
N' sont des entiers determines par les conditions 



Dans les fonnules (4) et ( >) le logantlimc a sa determination rcelle si 
tfa ^3) ^o, W{ 5 sont reels. Dans la formule (6), logtfu cst defini comme 
une fonction holomorphe dc u* le long du chemin allant cle u' Q a u' u congru 
au chemin d'integration donne. 



U) 



?r = ( '>. ('o -r T) TT: t 4- (2 W ~h l) it , 



J- C 
,. 



, VI + BU, 

/ 5 /* du = 2 v)3( WD H- o>3 J 4- ( a w H- i) iu/, 

' "o 

' / *o * J ' t 

> * "u 
I / i) * i ' i | j) f _j . i ) ^y, 



' 
C 
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CXVIIL 

Cas normal ou 4 est reel et positif. 

CO- 

Si le chemin d'mtcgration ne sort pas du rectangle dont les sommcts 

-~f- j -~- _ 
sent -, on a, en designant par NI le nombre de fois que Je chemin 

d'integration traverse de haut en bas, par N 2 le nombre de fois qu'il tra- 
verse de bas en haut le segment de droite allant de o a > et en pre- 

nant pour logisr^p) sa determination principale, 



(9.). 

Si P est un point du segment de droite allant de 
point excepte, et si Ton prend le signe superieur ou inferieur suivani 

2 

que la par Lie reelle de -. est positive ou negative, on a 



(3). 

Si P O = oc -h p z, ou a, p sont reels, p non entier, et si le nombre en- 
tier n est determine par les conditions n < [3 < n -+- 1 ? on a 



(4). 
Si V Q est un point du segment de droite allant de ~ ' "~" T a 17, 1<* 

point - excepte, si Ton designe par a la partie reelle de c j ct si Ton 

prend le signe supSrieur ou le signe inferieur suivant que a est positif ou 
negatif, on a 
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CXVIII (SUITE). 

(5). 

Si m 9 n designent des nombres entiers et #, j3 des nombres verifiant les 
conditions 

a different de zero, I< a <i, 1<(3<I, 

2. ~2 2 ~ r ^ 2 

et si t> = /?? -H fi-z -f a -+- p-u, on a, en prenant le signe superieur ou infc- 
rieur suivant que a est positif ou negatif, 



(6). 
Si, on outre, / esi un cntier positif, on a 



Si m, n designeni des nombrcs entiers et a.', P' des nombres verifiant 
les conditions 



a' different de 



zdro, - < a'S -,> - < P'S -J 

2l !A *<i ti 



si enfiii a = m h a', (3 == n -H P', et si Ton prend le signe superieur ou in- 
foricur suivant que a' cst positif ou ndgatif, on a, en prenant pour le Io- 
gariihme sa determination principale, 



IlS CALCCL ISTGRAL. 

INVERSION. 

On dcmne trois nombres distincts sj, 2 > 3* si -f- s s -t- 3 = o ; quand les 
points SJL, s 2 , 3 sont en ligne droite, s 2 designera toujours le point inter- 
inediaire: */., 73, 73 seront ^ es nombres 



73=4*18383; 



/- n'est ni un nombre reel negatif, ni un nombre reel plus grand que T 
Dans ce qui suit, \/x, /i x, /* xsin 2 y designent les determinations 
des radicaux dont la partie reelle est positive; t/K, \/i x les determina- 

TC *7T 

lions des radicaux dont 1'argument est compris entre et --; logy, un 

nombre dont la partie reelle est le logarithme neperien de | x | et dans le 
quei le coefficient de i est 1'argument de x suppose compris entre TT 
et -+-. 

CXIX. 



x sin 2 cp 





la partie reelle de T est toujours positive. 

On entendra par v/x> v/ x/ l es determinations de ces radicaux dont la 
partie reelle est positive. 

(a). 

Si a, d sont des entiers impairs, #, c des entiers pairs tels que ad be = i 
on a 

2 



(3). 

Si #, 6, c, d ont la m&me signification et si ayant fixe arbitraircmciU 
une des determinations de \/ i E S , on pose 




= j, a , 3). 
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CXIX (SUITE). 
(4). 



L *i*) . 



iiiLj/;, i/pn33i_!Lt 

m(x)1 V L *(*) J % L 

Tool 3j L 



(3). 



1 H- {/I X 



4tV .% To 



x(x) 



& o 






S5V(X1 
X(1CI 



t\'fx) 



x(x) j 



on a toujours | p | < i. 



r^JLH 5 S, [ 

xx -i ' 



= x(x). K' 
<7> 



to , _JW., / _ vx . 

I 3 \/ i 3 V i -i 



\< $= S! 8 8 , Ct ejassSi 8 8 \ 'X, (3 2 <3 3 = V s l ~ 3 X 5 
'(/<>! -Cft aj /Si & 3 , /CiC 2 = {/El- S 3 \/I - X, V/ 6 ^ e 3 = fc V 1*~" S 3 V x i 

#1 = Sj, Cj = S 2 , 3 =^ 3. 

Dans Ics Tableaux suivanis on suppose wi, 0)3, v/wi ddtermiods par les 
formules (9) ; v^ftT"-6j cst fix^c arbUraircmcnt amoins qu'on nc prcvicanc 
du contraire; cle m^mo v^ t -~ S 3 cst unc racine carr6c, fix<Sc arbitrairc- 
mont, dc y/e^ 63* 
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cxx. 

Dans les formules (i), (2), (3) on suppose |x| < i; cette supposition 
n'mtervient pas dans les formules (4). 



En posant 

[ T 9 K f f) n - i\~\ - 
I . o . O . . .{ jt ft, ~~ i ) i 



X (x) = i 

et en designant par A, B deux constantes arbitraires, la solution generale 
de I'equation 



est 

y = A *(*) -H B[4 



x(r.) = | MX), x'(x) =- 1 [4 *(.*.-) -H X(x) log^ 
ou le logarithme a sa determination principale. 

(3). 
X(x) = i - I log(i x) - t (x), | t(x) |< g | x | ; 

} X(X) = i IOg2log(l X) T](x), |lj(x)| < ^ |X|. 

TC O 

(4)- 



ou il faul prendre les signes sup^rieurs ou inf^rieurs suivant que la 

partie reelle de est positive ou negative. Pour deux valours conjugudcs 
i 

de x, les valeurs de x(x) sont conjuguees, les valeurs corresponclantes 
deT,sont repr6sentees par deux points syme*triques par rapport & Taxc des 
quantities imaginaires. 
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CXXT. 

(0- 

V ex) 

Si r est un nombre positif et si | x | < r, on a, en posant q = e~^W ' , 



16 A Cx)J = __- e 
16' 



(a). 

W = oo 

^ ra ; |x|<i. 



<>.C () = 10293 , '>. 37 .C 10 = 776967575 , 

S. C7 == 279026, 2 42 .C U = 2^4170/15555, 

.c 8 = 483i27, a*.c = 4078467(953; 
Cf. T. Til, p. 221, note. 

(3). 



(5). 

; y = - = o,o43ai3 9 ; 



r, 54369 i-.o, _ 

= =k .o 3 o6582g. 

, 54869 q= f:.o, 
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CXXIL 

L)ans toutes les formulesdece Tableau on prendra lessignessuperieurs 
on inferieurs sunant que la partie reelle de - est positive ou negathe. 

L'argument de y/i x u est compns entre 7 et -+- 

4 4 

Dans les formules (4), logo a sa determination principale. 

(0- 



Yaleurdex . 



NUMEROS D'ORDRE DE LA REGION. 



II. 



III. 



IV. 



M, 



fl _ 
Po= 



I-h 1 X. u 



- 



(i) 





NUMEROS D'ORDRE DE LA REGION. 


J. 


II. 


III. 


IV. 


V. 


VI. 


Valeurdei 


T 


qm-T 


T 


r 


t 


-IT 




iqpT 


qm-t 


T 


T 


Valeur de^ 


T 


T I 


T 

TT 


d=T C 
T 


1 
T 


I 

I-T 





TABLEAU DES FORHCLES. 

CXXII (SUITE). 





NUMEROS D'ORDRE DE LA REGION. 


I 


ir. 


III. 










Valeurde \/LI EJ 


V/&1 3 


V/i 3 \A X. 


\/ i a/ x - 


Valeur cle \/\^ K 3 








/i 3 /X 


zb t /i 3 \/x 


/BI 3 


Valeur de \/Ui 122 


^/T^ 






\/i 3 


: *\/i saV/i y - 


Valours do EI,E S , E 3 


t , 2 , 3 


Sl S 3? 2 


2 , 1, 3 





NUMEROS D'ORDRE DE LA REGION 


IV. 


V. 


VI. 






;^r, 


Z \/i 3 V * 


Valeur de v/^i is :} 


*V i 3 V i * 










Valeur de \/u% K 3 


- t, V/i 3 


-l/t.-H/1-x 


v/E '~ iV/( ~ K 


Valour de V/EI - 12 2 


*^5,* 


.^--5^ 


'/i s, 


Valours do Bi,Kg,B3 


2? 3? JL 


S 3) S 2 , 1 


,,., 



(7) 



;(O|T) 



TTi 
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CXXII (SUITE). 



(8) 



4 (o ' 



La partie reelle des radicaux qui figurent dans les formulas suivantcs 



est positive; \/T i = i*i T. 

Si Y. est dans la region II, on a q = Q, OH = Qj, cj 3 = zh ^! H- iij: 



On peut d'ailleurs employer les memes formules que dans le cas ou 
est dans la region I. 



- 
Si x est dans la region III, on a q = e ir , Wi = j ^3, co fj = ^ ti 

J= = !i!:H3, r j3 = H 3 ; 



( 
J^j 



__ 



Si x est dans la region IV, on a 

! =H 3 , VJ 3 = 



l=bT 



, o)!= Q 3 , co 8 



T4.BLEAU DES FORHULES. 
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CXXII (SUITE). 

(9) [suite]. 






Si x est dans la region V, on a q = e T , toj = a 3 , o> 3 = 



/o \ 

( - T j = 



Si x esl dans Ja region VI, on a 

'/;, = q=II,-H H;t, TJ-j = Hi ; 



=.f: iii-4- ^3, o> 3 = 



_ 



^ 



- TSr,( P | T), 
T &* ( r | T ), 



| T). 



On pcut anssi,.quaod >c csl dans la rugion VI, appliqucr lo, formules 
concernaiu lo oas ofi v. est dans la region V. 
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CXXII (SUITE). 
do). 

Dans le cas ou x est tres petit on peut faire usage des relations stti- 
> antes, obtenues en negligeant x 3 , et dans JesquelJes, si Ton se donne seu- 
lement x, on prendra pour yAi 3 la valeur que Ton Aeut, par e\emple 
le nombre i. Les logarithmes qui figurent dans ces formules sont ies deter- 
minations principales. 



1 6 



iix 2 



g _ 



x x 2 , T x x i3x 2 

Te^E 5 * = logy = 108^-1-- + -^. 




En negligeant x 2 on a de uieme 

JL 



1 / X\ 

| 7) = x 4 f [4- g ) 



COS-TCP; Sr 4 (P | T) = i - - 



/ x \ - 
= n 7 1 w/j 3 ; 



s 3 



i, to 3 ) = 



, co,) = ( i H- y si 
\ 'i 

); 



?. x) 



smfr -) 



x\ cn(?. x 

1 -- ; / \ 

' COS/T - 



1 / N 

dn(w,x) ~i- - sinsf i 7 ?. 



TABLEAU DBS FORMDIES. 12-/ 



CXXII (SUITE). 



Dans le cas ou >: = i x est tres voisin de i, on fait de meme sou\ent 
usage des relations sun antes : 



[X 25x /I X II^SX, 161 / - 

'-G-w-U-^-isr) 108 ^ 11 -^ 



- 
i i>4 / 



TTJ . KO sc i3>cj 
_ = log_ + _ + _. ; 



irtv i 



x 
-- 
s r s 3 4 



[ 
[ y 



; cn( B ,x)- 

i.' 
'1 



cli 1-2 
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CXXIII. 

Cas o& j, s a , s 3 $0/z reels; 1 > o ^ s 2 > j? TS > o: YS = ? * > - 
Si s 1? s 2 , s 3 sont donnes, on prendra 

! <*. 

~ " 



1 3 



Si Ton se donne seulement x<i, on fiNiera arhitrairement lo nonabre po- 
[ V/V 3 1 et Ton prendra 



s t = 



So o ( S l " 



3). 



(Dj 



IS3 I 

1/1=1 



- 

' l ~" 



*>,TC 2 / <7 2 
Ct>i \J ( 



l-y 



57(0 | 



s 3 ; 8l e, = Bl ~ S3; /x^/^; ^ = 



TABLEAU DBS FORMULES. 

CXXIII (SUITE). 

(a). 
] T:) = ?.q$ (sin PTC ^ 2 sin. 3 PTC -h ^ 6 sin 5 PTC q 12 sin 7 PTC -+ . . ), 



2r 2 (p ] -c) = 2 #* (cos PTC -H # 2 cos 3 PTC 4- q* cos5pic-f- # 12 cos 7 PTC -+-...), 

^( p I T ) == I -H ^y COS 2 PTC -4- 2^ 4 COS4CTC -4- 2# 9 COS 6 PTC -+- . ., 
3*4 (P j T) = I 2# COS2PTC-H 2^ v COS 4 PTC - '2q 9 COs6PTC-h. . ., 

i(v K) :== 2 TC^^" (co s PTC 3 # 2 cos 3 PTC -h 5 ^ 6 cos 5 PTC 7 ^ 12 cos 7 PTC -+-..). 



snw = 7 



I II (u) y/i x Ui( z^) . */ - 

~ p cnw= /._ ........ -7 -9 dnw = /i x, 



(4). 




T. et M. IV. 



l3o 
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CXXIV. 



Cas ofi Si, s s , 3 sont reels; EI > s 2 i o > s 3 ; 72 > o ; 73 = o ; Q > o. 
Si &!, 2? s 3 sont donnes (SI-H s s -+- 3 = o), on prendra 



i 3 



Si Ton sc donne seulement xg^, on fixera arbitrairement le nombre po- 
sitif (si 3 ) et Ton prendra 



si = 



rt r ___ >y 



), 



(0- 



Po = 



w 

~W' 



1C 



TT2 

I = Hi = 



I VSi : 
T = - 
Q 2 



0^3 T 

Q 4 o Q 6 



0> 3 



I E2 = i/ 1 "~ x o \/ s i S 3 3 



Eg = e 4 i 



/ BI E 3 = e 4 y/ej e 3 . 
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CXXIV (SUITE). 

(21- 

= 2*Q^ [sh(tV7: \ Q 2 sh(3 WK) -- Q 6 sh(5 



7t) 2Q 9 C\1(QWK) -J-. . , 

3Q 2 ch(3wp>7r i -{- 5Q 6 ch(5P7:) jQ 12 ch( 7(^71 ) -h . , .], 
gw-TT: e-w-re\ ch(wic) = i (e w -f- e- W7C ). 



87I/ _ U' a 7C/ __ 

'* /T e r &i (v IT), e ( u) ^ e *fi i~ f &> (iw IT), 



({J 

'>. 0);j ' 



- 
^ i ( I T / 

, ) - *..( I Oi, "a ) - ^'"'itV r-*." 
, " 3 J = a-j(B I a,, Si,,) = -~ o-*' 



( M | ,) rf, ( | ui, a., ) - >~ fl 

-3al j i ; 

. , s HI // I STi(M?|T) 

( COj. (1)3) = . - -- h --- x --T--. --J 
' '! Tj 



. Co,, - ( -., - - -- 



(5). 

CO 3 

Dans le caslimite oil e 3 o, xo-=x-= J, Ya = o, Ya -= \&\ ~= /i&i, wi -= -.' ? t = f, 

3 i A 
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cxxv. 

Cas oti E! = A ~h B z, 3 = 24, s 3 = A B t, A e B etant reels, 

A^O, B>0, Ya^O, 



Si s l5 s 2j 3 sont donnes 



s 3 = o), on prendra 



j 3 



2 B 



Si Ton se donne seulementx, on fixera arbitrairemenl le nombre positif B 
et Ton prendra 



t = 



On formera successivemeut : 
4> tel que Ton ait 



I I it 

, Q = - tang | 



t J/\ 5 , /I 4/\9 /I (J;\13 

- tang |j H- i5 ^ tang JJ + i5o (- tang |j - 



w= 



o)j -4- co 3 = 



ou le logarithme est reel. 



Hl 






= Hi H 3 , 



TABLEAU DBS FORSULES. 



1 33 



CXXV (SUITE). 

(i) [suite]. 



\.rr 

Eo = I / p 

j y smv}/ 



V/EI E^ = 



(a). 

1_ . . _ . T 

S 1 (p [ T) = 2Q* [sinpTr Q 2 sin 3 PTC H- Q 6 sin 5 PTC Q 12 SII^PTU -H. ..J, 

^C*' I T ) === I-I-2Q COS 2 PTC 4- 2Q' 1 COS 4 PTC + 2Q 9 COS 6 PTC -t- . . , 

2r 4 (p| T) = I 2Q COS 2 PTC -H 2 Q* COS 4 PTC 2Q 9 COS 6 PTC -4-. . ., 

3ri(? [T) = 2TCQT[COSPTC 3 Q 2 COS 3 PTC H-5Q G COS5PTC 7 Q 12 COS 7 PTC -+-. 



(3). 



u = 



= *,( | a,, o.) = 
= rf^u | o,, a,) = |* ( 

= tfl( | fit, 0) = * 
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CXXVI. 



Gas oil Sl = A -h BZ, 2 = a A, s 8 = A B i , A / B 
v^o, B> o, vigo, g<o. 

SI sj, >, s s sont donnes (sj 2 + s = ) on prendra 

__ s 2 3 ___ i 3 v . 

" 



Si Ton se donne seulement x, on fl^cra arbitrairement Ie nombre positif B 
et Ton prendra 



&! = 



B t, 2 







Bl, 3= 



afsc-t- i) 



On formera successiYenient 
cp tel que Ton ait 



- tang I 



'2 smp I 



cos-* 



* * U 1 , 6 

o> 3 = *>.Q 3 ii log - 1 

1C Q 



ou le logarithms cst reel. 



H __^L_iZL 2 r_oL. , 2 _?!^ , 3 ^L , 1 __ L^<J T 

1 i2Qi ai LI o 2 i Q ;< iQ 6 J "" JQI 3ri(o|T 



|T) 



"i 
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CXXVI (SUITE). 

(i) [suite]. 



I E 2 = i 



smc 



sin 9 



(TC 9)1 

e * , 



Bj E 8 = /2B|6 *, V/E2 E 3 =| V/2B | e 8 , 



= I-h 



Q 2 



(2). 



j Q 12 
ch( 5 ffic) 4- Q 



20 ch(6wir)-+-. ., 



(3). 



u, = 



< 



, , .- . 
i 1 j T ; 



, 0.) = 
, o.) = 
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CXXVIL 



Si Ton se donne deux nombres z el k tels que | & \ < t, [ kz \ < i, on sa- 
tisfera a Tequation 

snfu, ) = s, 
en posant 



ou 




ff.(-) ; 



et ou Ton a fixe arbitrairement celle des deux determinations que Ton 
veut de \J \ ^ 2 , puis celle des determinations de log(j^-{- y/i ,s 2 ). 

Si Ton se donne, en outre, Tun des deux nombres js r tels que Pon ait 
js's == (i %) (i ^: 2 ^ 2 ) 5 la valeur de M, calculee au moyen de la formule 
precedente, satisfera aux deux equations concordantes 

u. k) , 
' ' ' 



pourvu que, ayant fixe i/i k^z* par la condition que sa partie rdelle soit 

_ t 

positive. Ton cboisisse pour /T -5* la determination 



_. . 
i A* a* 

(2). 

Si Ton se donne deux nombres * et k tels que | A" | < f , | ^ | > t, on sa- 
tisfera a Tequation 

sn(M, A-) = 5, 
en posant 



x 
^ " 



ou Ton a fixe arbitrairement celle des deux determinations que Ton veut 
del/ i j-p puis celle des determinations de log (-^-H-i /i -- LV 
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CXXYII (SUITE). 

(2) [suite]. 

Si Ton se donne, en outre, Tun des deux nombres z' tels que Ton ait 
z >* (i -2) ( x _ 2 ,5 2 ), la valeur de z*, calculee au inoyen de la formule 
precedente, satisfera aux deux equations concordantes 



pourvu que, ayant fixe 4/i ^ par la condition que sa partie reelle soit 
positive, Ton choisisse pour 4 / i . L> 2 la determination - 



v i 



(3). 
On donne p, ej, s 2 , 3 et 1'on suppose 

= o, S = a(e -+- s 



si 



. 

x a son argument compris entre ~ et ~ ? 



p n-n' 



II ddsignant celle dcs determinations de II = v/i * t/ 737^ 

r6elle est positive; les determinations de v/e* 3, V/ 1 "~ s2 > P u * s celle de 
log(;s~H t/i ;s 2 ) sont fixdes arbitrairernenL. 
Dans ccs conditions, on satisfera & Tequation 



en posant 



^"^!-^^ 
e^i-ht/' x) 1 \ 3 3 - 5 3 - 5 -7 / 
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CXXVII (SUITE). 

(3) [suite], 

Si Ton se donne, en outre. Fun des deux, nombres P' tel que Ton ait 
P f a = 4P* YsP Ys la valeurde M, calculee au moyende la formule pre- 
cedente, satisfera aux deu\ equations concordantes 



pourvu que, ayant fi\e \/i p'*^ 2 par la condition, que sa partie reelle 
soit positive, on prenne "- egal a 



(P s,)(p 



CXXVIIL 



NUMEHOS D'OIIDRE DE LA REGION 



I ou II. 



III 



IV, 



V ou VI. 

I*- 1 ! - r 



Valeurde 



racincs Hont com- 



Valeurde p. 



Valeurde R. 



\/p^f! 



i/S 



^ 



P 8 3 )(P-8l) 



M rncincs Hont 
(Irttcrniinoos do fa- 
con quo la iiartle 
i-oollc do tI soil 
po.silivo. 



dos raclnos /x,, 
i x bont posl- 



TABLEAU DBS FORMULES. l3g 



CXXVIII (SUITE). 



On donne s j3 s 3 , s 3 , y 2 , Y S . p, p' tels que 

Si -H 2 -4- 3 = o, Ya = 2(sf-hsl -+-sj), Ys 



Pour determiner une valeur de u lerifiant les deux, equations concor- 
dantes 

PO; T*i Y3J = P P'fw; Y2,7a) = p ' ? 

on formera d'abord les quantites 7, n 0} p, R d'apres le Tableau precedent, 
puis les quantites {J ^o? ^(^0)9 ^^o? S d au moyen des formules 



I Po 



i: B 30 = B ^- 
i.3. .(ar V 



S = 



Si, en formant S , on s'arrcte au terme en ^J'*' 1 , 1'erreur commise cst 
infer! cure a 



On rcmarqueru que ^(PJ) peut aussi etre calculu au moyen de 

Q=ipo.-,( r >o) b -H, 5 (^ )V.. 

par la for mule 

X( p ) ^ 1 (t -i- ao H- 2Q^ -H '>,Q 9 -H. . .) 2 (T -+ X) 2 - 
Ccci poscS, on a 



pourvu que I'on prennc pour V/B! E :i , \/i ^J (les determinations de ccs 
racines pour Icsquelles on ait 



/eaEs aR/r pS 

ou la partie rcSelle de \/i pj^^j est positive. 



CAICLT, IJfTfiGRAL. 

CXXIX. 

Cas ou Y* et ya sont reels. 

CO- 

Si Fon est dans le cas du Tableau (CXXIII), on conservera aux quan- 
tltes p, q, q*, x, x', co 1? o> 3 , T, TJI, v} 3 la signification adoptee dans ce Ta- 
bleau, et Ton appliquera les formules (CXXYIII) qui correspondent au cas 
ou x. est dans la region I. La quantite p est alors egale a p et est comprise 
entre o et ^ ; on prendra pour \Ai s 3 sa determination positive et Ton 
aura 



Si P est reel et plus grand que e ls ^ est reel et compris entre i et + i ; 
designant Tunite positive ou negative suivant que p' est negatif ou po- 
sitif, on prendra pour 6 une solution des deux equations 



^0 = cos 6, o | \J\ ^5 | = sin 9, 
et Ton aura une solution reelle des deux equations concordances 



par la formule 

a sinO 



L'erreur commise sur S(s ) en s'arretant au terme en ^J est moindre que 

3 i 



En ne conservant qu'w/i terme dans S(cos0), 1'erreur commise sur u 

sera moindre que " ou que : _ 

45 j y/sj s 3 | io 10 I \/&i s 3 | 

(a). 

Si Ton est dans le cas du Tableau (GXXJV), on conservera aux quan- 

i 

titcs Po> Q ? Q 4 , Xo, xj, ^1, ft 3 , T, Hi, *h la signification adoploe dans cc 
Tableau, et Ton appliquera les formules (GXXVIII) relatives au cas oft x: 
est dans la region V. On aura 



TABLEAU DES FORMBLES. I/Jl 

CXXIX (SUITE). 

(2) [suite]. 

Si p est reel et plus grand que s, i9 z est reel et compris entre i et ^- ; 

PO 
on prendra pour 6 Ja solution reelle des deux, equations 



Z Q = chO, o | v/^ i I = sh 6, 

ou o est egal a -r- i ou a i, suivant que p r est negatif ou positif, et I'on 
aura une solution reelle des deux, equations concordantes p(w; YS> Ys) == p > 
p'(a; Y-2? 73) = P' par la formule 



.s (ch6). 

a 

En ne conservant que deux termes dans S(ch9), Terreur commise sur it sera 

So 2 

moindre que . r -r et, quel que soit Po 5 moindre que - 17===-,. 

28 !/! 63 I I0 8|/ Sl S 8 | 

(3). 

Si Ton est dans le cas du Tableau (GXXV), on conservera aux quan- 

tites A, B, fyj Po> 0, QS X , XQ, fli, ft 3 , T, Ht, 113 la signification qu'elles ont 
dans ce Tableau, et Ton appliquera les formules (GXXV1II) relatives au 



cas ou x, est dans la region III. On aura 



p. = tang , X(PJ) ^ 



0>i 



Si i> est reel, plus grand que s 2 , on calculera successivernent les nombres 
reels a, z , 0, u par les formules 



= cot tang -5 cosO, 



sm -7 cos i . 
4 \/i 



= sin6, 



Dans ces formules, 8 d6signc Tunit6 positive ou negative suivant que 
est negatif ou positif. 



CALCUL INTEGRAL. 



CXXIX (SUITE). 
(4) 

Si Ton est dans le cas da Tableauf (GXXVf), on conservera aux quan- 

tites A, B, cp, po, Qi Q* x o, x' , 81, P-3, T, HI, H-J la signification adoptee dans 
ce Tableau, et Ton appliquera ies foi mules (CXXVIII) relatives au cas ou x. 
est dans la region IV. On aura 



azic 



Si P est reel, plus grand que 2 H = > oa calculera successivement Ies 



nombres reels a, ^ O i ^ 5 # P ar I GS formules 



tangcc = 



o< 



< j O -<?), 



o /> a\ 

3 = cot -7 tang ( -7 H ] = chO, 
4 V4 a/ 

o U /sin - sin I- 

/sizn^JV i, 



= sh6 



a | V/B | cos 2 I 

4 

Si P est reel, compris entre s> et s 2 + -% on calculera successivement 
1 sincp 

Ies nombres reels a, 3 , 0, z^ par Ies formules 



tang a = 



< a 



c; = cot 2 tang ^? J^ = (cb 0), 



/ a . a 
4 / sm - sin 
\/ . 2 

L - - 



U = 0) j -+- 




Dans ces formules, 3 designc Punite j)ositive ou negative suivanl que i> f 
est negatif ou positif. 
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INTEGRALES ELLIPTIQUES. 

ET g$ SOIN'T DES XOMBRES reels. 



oz/; ei. 
Gf (GXXIII), (GXXIV), 



cxxx. 

j sont reels / e ]> e% ^> 63. 
:Xi_ 2 ) en supposant e = EJ, e s = s 2 , ^3 = \ 

Fig. A. 
P/arc des y 






ja 



+ 00 



[oo] 



Plan des u. 


Plan des y. 
[c a ] imagedelr^) 


.....^ 


-R* 


fjr] -co ^1 tf-3 (*%}&&* TOO 

i \ imagede(rje) / 



Dans Ic plan d<.s j^, Ics valours ontrc arooheis correspondent au plan 
des U] dans le plan des /* olles correspondent au plan des JK- 






ou o>i, o>3 sont formes au moycn do <? t , 
(GXXIII), (CXXIV). 



comme dans les formules 



CALCUL INTEGRAL. 



CXXXI. 



Cas ou e% est reel; -^ . - > o. 



Cf (GXXV), (CXXVI), (GXXIXa-*), en supposant e t = s ls e 2 == e 4l e 3 = 3, 



Fig. B. 




Plan des u* 



0), 



image de 




imagede (T 



Dans le plan des y les valeurs entre crochets correspondent au plan 
des u\ dans le plan des u elles correspondent au plan des y. 



TABLEAU BBS FORMULES. 



CXXX1 (SUITE). 



' = e 2 - i=2 ktf. 

I 



dy tOi-htO! 



ou coj, w $ sont formes au moyen de e l3 e 2 , e 3 comme dans 3es formules 
(CXXV), (GXXVI). 

CXXXIL 

Substitutions lineaires. 

(*; 



Y = 4r 3 ^s.r ^a = 4 Or e ) (y ^3 ) ( y Y ), 

^ 2 = AE -H 3G 2 4BD, ^ = AGE + sBGD AD* EB* C', 

- - , % Z P v I 7" , i Z P ^- ^ 



(2). 



(3) 



- 

A A 

_^ Y=5 j(,ffx a p )(-5jt 5 V ), <* r c a = ~ 



T. ct M. - IV. 
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CXXXII (SUITE). 
(4) A = o. 



CXXXIII. 

troisieme degre et admet trois racines r^elles 



o; e 2 - e 3 = 7(^2 ^3), i = 7 ( 
4 4 



dx V* 1 <te _ co i V" S3 ^ r 00 

* 5 4 i/zi J -f 



^21 " 

oii cot, co 3 sont formes au moyen de ^i, 3, 63 comme dans les formules 
(CXXJII), (GXXIV). 

CXXXIV. 





L 

J" 
. 



dz 



TABLEAU DBS FORMULES. 



CXXXIV (SUITE). 



= toj = x(/i); 



n <o; 



dz _ CDs _ I 



r n 



/I 



dz 



Z = 



nz). 



r~* dz_ 

dz 
_. I7z 

i 

r dz 

JL IW 
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CXXXIV( SUITE). 



r~ l dz r 

JL u/zl"\4 

/z 

1 

y* Js 

JL f r7ri 



cxxxv. 



= /i 2 r, 3e 3 = 2/x 2 i, * = _ , 



dz 



t 
* 1 " V"A d 



= a 



Z = (i 
2 , 3e 2 = i a A 2 , 
da 



= A* a, 3 63 = 1 a A*, A' 2 = 



Dans tous les cas, on suppose K = x(/t 2 ), K r = x(i 7c 2 ) 



TABLEAU DBS FORMULES. 



CXXXVL 

Cas OIL Z est du troisieme degre et admet une seule racine reelle 



a>o. 







T 






v/z 



r" 1 dz __ 
^/| ~ *** ' 



od COL to 3 sont formes au moyen de ei, e 2 , ^3 comme dans les formules 

(GXXV), (GXXVI). 



Fig. C. 



,PZa/i rfe* w. 

i(3.-ft),) 



P/a/i cf^ ,s. 



I (0)3-0)0, 

[Ml 



t^V) 



[co] 




[M] 



Dans le plan des z les valeurs entre crochets correspondent aa plan des u ; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des ^. 



l5o CALCUL INTEGRAL. 

CXXXVII. 

Cas oii Z est du quatrieme degre et admet quatre racines reelles 

N 



A>o; 1 ~-<5 3 =iAL, !, = JAM, e 2 --e3 = i 



A<o; e 3 6i = 



r 8 <** _ T 51 
. h/z"i"^ 



dz 






Dans ces formules et les suwantes (GXXVIII), 0^1, to 3 sent formes au 
moyen de e t , e 2 , e 3 comme dans les formules (GXXIII), (GXXIV). 

CXXXVIII. 

Cas od, Z admet deuce paires de racines imaginaires conjuguees. 
fLZjf? >0 , Zk "7 z> > o, ^ ^- ^ 2 > 23-1-^4; A>o. 

i e 3 = 4 AL, 4 e 2 = 7 AM, e 2 e 3 = 7 AN, 7c = f 
4 4 4 *- 



Fig. D. 



^i+^a 



OT 



o^-eDa 




[i*ttjj 



Dans le plan des ^ les valeurs entrc crochets correspondent au plan dcs u ; 
dans le plan des u elles correspondent au plan des z. 



H- -22 Zi 
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CXXXVIII (SUITE). 

(i) [suite]. 



r 



dz 



dz 



dz r r s *dz 'r^dz 

-,, y^ . y^--. 

Pour la determination de y/Z dans ces inlegrales, voir n 604, 

(2). 



r - 

|/Z |/Z 



r > o, o < I 



(3). 
Fig. 



(l>2 

M 



CX>i^O>3 



W) 



W) 



Dans le plan des ^ les valeurs entre crochets correspondent au plandes w; 
dans le plan dcs u elles correspondent au plan dcs z. 

Dans le plan des , on a omis, pour ne pas charger la figure, d'^crire 
P = \ (I-H ^ a ) = f (33 -H ^v) ^ Tintersection dc 1'axe des (juantites r^ellcs 
et de la coupure. 



r p dz 



dx 



' z * 



fi 



d* 



dz 



- C' dz ^ T*' 

- *' J x> \w\-J, i 
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GXXXIX. 

Cas ou Z admet deux racines reeiles s 2 > $, et deux racines 
imaginaires conjuguees; ^ : - > o. 



i 4 ^ 

Dans les formules suivantes <o l9 to 3 sont formes au moyen de 
comme dans les formules (GXXV), (GXXVI). 



A>0 ; 



I o 



r" 5 _ = r 3 * 

Iv^l J K . 



/ M 



to 3 



M 

ds 



r* 
. 



lv/z| as lv/z| 



djs _ to a 
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J5S 



CXXXIX (SUITE). 



o = i : 



Iv/zl 

dz 






dz 



lit 



CXL. 

Substitutions quadratiques dans le cas ou Z est du troisieme degre 
et n'admet qu'une seule racine reelle, ZT,. 



v>z 



V/Z 
(a? a?0 (a? a- 3 ) = (ar-t- ^ 1 





co ^3 s>< t[i -+- co 








- CO JTj Zfl CO .Cl?! -4-00 






Sgntpfs). . . 


H- - - - 


d S 


== nn ; ; ; 7,-"-- \',- m ,~~ r "'-' ;'--. " 1 ? 



I v/z 

ou il faut prendre le signe sup6rieur ou le signe inferieur suivant que# est 
dans Pintervalle Ca- -Si ou hors de cet intervalle. 
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CXLI. 

Substitutions quadratiques dans le cas oit Z est du quatrieme degre 
et adrnet soit une paire, soit deux paires, de racines imaginaires 
conjuguees* 

Z = A(xs -3i)(~ -52) (-5 ~ 3 ) (z 54): si, 5 3 imaginaires conjuguees. 



s z) 



y^Z 



V/Z 





* + >.^;K<V. 


^.x.^.,^. 




-<*> -HOC 


~ 


x 


r 3?i o 573 o i 


20 -"z s'i *** Si ~t~ 


Sgncp(^). 


-4- -+-+ 


^_ .4. 



Lorsque -s 2 , ,24. sont imaginaires, on doit ies eflTacer, dans ce Tableau, 
ainsi que Ies quantites o qui leur correspondent. 

(2). 





*J *4 <!* 


^^4 > *i-3' 


5 . 


-Si -i-^s 


-3i -+- ^3 


57 


Jt 

I iPs I 


^ 


Sgncp(^).. 


. I 
1 


^i 

j-. i__... 
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CXLI (SUITE). 

(2) [suite]. 



CXLIL 

f r l dz T* dz 

/ i / .1 = / i / t I = 

*/o IV 1 -^ I *^i IV* 'I 



CXLIII. 



_ 



(4) ~^^ ~ 

(5) ~ R'X'S) 

1^4 

Dans ces formulas la determination de v/^o est fix^e arbitrairement. 
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CXLIV. 



(i) 



/" 
J V 



,. 
(3) 



r zds 

/ = c" - 

J </R(z) 



(5) 



/ ^rrf r 

. = I .- 

J \/R(*) 



6(r 



- 






(6) 



Dans ces formules, r est un nombre quelconque; c, c', c", c w d^signent 
des constantes arbitraires. 

CXLV. 



f,\ 
(0 






(3) 



9 
76 



8 g 
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CXLV (SUITE). 



(4) 



dK 


1 K i l E dK ' 


T K' 


I 


dx 
dE 


2X 2X(I X) J d* 

1 K-f- l E dE! 


2(1 X) 
1 ,., 


1 E 




2X 2X d*. 

dZ'(o) i [Z 


2(1 x) 


2(I-X) E 


<3?X 2 2 


x(i x) 



E', 



Dans les formules (4-5),K designe la fonction x(x) de la variable x. 



5) 



(6) 



= a" C 



r)B A .-!. 







<7> 



x <) 2 B 5; i ^B T 

_ I) ._ H .^___. + _B = I 

- 1) + 24(19; - 10) + 1690 = o. 
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NOTE. 



Determination de la fonction inverse de pu au moyen 
des formules CXXVIII et CXXIX. 



Reprenons toutesles notations et conventions du Tableau (GXXVIII), sauf 
celles qui concernent la determination de \/i z%, -r log(^ -+- i^ z\\ 
que, dans eette Note, nous fiverons comme il suit : 

Dans le plan de la variable ZQ, du point o comme centre, avec un rayon 

egal a 7-57? decrivons un cercle, et pratiquons a Tinterieur de ce cercle 

I PO I 

deux coupures allant respectivement des points -HI, i aux points 

__ . , 5 . . Dans Taire interieure au cercle modifiee parces coupures, 

I PO I I PO I 

regardons la fonction y/i z\ comme ayant sa partie rdelle positive, et 
la fonction -rlog(^ -h i \/i ^g) comme ayant sa partie relle comprise 

entre iu et it, Les valeurs respectives de ces fonctions, sur les bords 
des coupures, sont donnces par le Tableau suivant, ou les radicaux et les 
logarithmes sont reels et positifs : 

Coupure de gauche. 



Bord superieur. . . H- i yzl i, ir 

Bord infrieur.. . . I'v/^o J ? Tc-4-jflog( ZQ 

Coupure de droite. 

Bord superieur. * . i\/z\ i, 
Bord mf6rieui\. . . -4- i\/z>\ i, 





Pour ^ rdcl, compris entre i et H- r, la fonction ? l 
coincide avec la foaciion arc cos,s d^finie comme ^tant comprise entre o 
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et ic. Dans 1'aire du cercle, modifiee par les coupures, cette fonction est 
holomorphe, ainsi que la fonction 



et que la fonction 



i 3 



_ 
X) 2 P v^i 6 3 (i -h 



puisque S est une serie entiere en r , convergente dans le cercle et sur 
sa circonference. Nous designerons par FC^ ) le second membre de cette 

formule, ou 11 est bien entendu que v/i ^o et ~ lg(*oH- 1 V X ^o) ont 
le sens qui vient d'etre precise. Si 1'on regarde alors SQ comme la fonction, 
depqui a et specifiee dans le Tableau (GXXVIII), u = F(^ ) devient unc 
fonction de P que nous designerons par apy, en posant p =JK; cette fonc- 
tion est parfaitement determinee pourvu que la partie reelle de HO ne soit 
pas nulle, et Ton a identiquement p(itpy) =JK- 
Les trois equations concordantes 



etablissent une correspondance entre les trois variables Z Q , y(ou p), , 
correbpondance qu'il est aise d'approfondir dans les quatre cas du Ta- 
bleau (GXXIX) (Ya> TS reels). Dans le premier de ces cas, la fonclion apy 
coincide avec la fonction argp t / definie au n 591 ; il aurait etc facile cFe- 
tablir la coincidence entre les fonciions upjK ct argpj^ (n 594) dans le 
troisieme cas. 

Quoi qu'il en soit, dans les quatre cas du Tableau (GXXIX), par les for- 
mules precedentes, au cercle et aux coupures du plan dcs ^ correspondent, 
dans le plan desj^, un systeme de coupures rectilignes ou circulaires qui 
passent par les points e 1? 2 , s 3 et, dans le plan des w, le contour d'un rec- 
tangle egal en surface a la moitie d'un parallologramme dcs [>eriodes et 
symetrique tan tot par rapport a Taxedesquanlitds rccllcs,tant6lpar rapport 
a Taxe des quantites purement imaginaircs. Sur le contour dc co rectangle 
se trouve le point o qui correspond au point i du plan des^r ct ^ J point oo 
du plan desy. Aux points intericurs dc cc rectangle correspondent d'une 
fapon univoque les points du plan des JK non situcs sur les coupures et les 
points du plan des ^ qui sont intericurs au cercle sans 6tre situos sur les 
coupures. Quand le plan y comportc des coupures circulaires, cllos sont 
situees sur le cercle de centre 55 qui passe par les points si, s 3 . 

Les figures sch6matiques qui suivent expriment, dans chacun des quatre 
cas, cette correspondance. Pour plus de clarte on a 9<5par les bords <les 
coupures ct Ton a cntoure les points critiques d'arcs dc cerele infhiimcnt 
petits que Ton regardera comme continuant les bowls dcs coupures. Dans 
le plan des ^ , au cercle infiniment petit ddcrit du point r comme centre, 
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correspondent appro-dmativement dans le plan des u un demi-cercle mfi- 
niment petit decrit du point o comme centre, et, dans le plan des y, un 
cercle de rayon infiniment grand, que Ton regardera comme embrassant 
tout le plan et dont on n r a figure que Pamorce, vers -h oo, ou oo, suivant 
les cas. Dans les trois plans, les coupures et les arcs de cercle limitent des 
aires simplement connexes qui se correspondent point par point et ou les 
fonctions F(^ ), apy, pu sont respectivement holomorphes. Une fleche 
indique le sens dans lequel doit marcher un mobile partant du point i, 
: GO, o, suivant qu'il se meut dans le plan des ^J , des y, ou des K, pour 
suivre dans le sens direct le contour qui limite 1'aire consideree sans ja- 
mais traverser une coupure; dans ce mouvement les trois mobiles se cor- 
respondent. On n'aura des lors aucune peine a distinguer la correspon- 
dance entre les bords superieurs et inferieurs, exterieurs ou interieurs, 
des diverses coupures des plans des c ou des y et des diverses portions 
du contour du rectangle du plan des u. Au reste, sauf pour le point i du 
plan des Z Q , on a employe, pour designer les points remarquables de la 
figure relative a cc plan, les memes lettres, placees entre parentheses, que 
pour le plan correspondant du plan desy; on a repete ces memes lettres 
placees entre crochets, a cote des points correspondants du plan des u. 
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(0 



Cj>o; s,; 



et GXXVIII, cas I.] 



des s . 





^ est de sigae contraire aux coefficients dc i dans y ci dans -s . A dcu\ 
points y dont les affixes sonl conjuguees correspondent deux points j 
ou deux points u, syrnetriques par rapport aux axes des quantitcs reellcs. 
Au cercle du plan des y decrit dc s t commc centre avec un rayon A'fa e 3 ), 
cercle par rapport auquel les deux points s 2 ct e 3 sonl symotriques (n 550), 

correspondent dans le plan des ^, le diametre qui va <lu point - '- au 

point K? et, dans le plan des u, le segment qui va dc ~ \- to a u - co 3 . 

Au segment indefini du plan des y qui va de e t a -Hoo correspondent, dans 
le plan des ^, le segment qui va de (&i) a -h r, et, dans le plan des w, le 
segment qui va de o a coi. 
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Plan des 




[Voir CXXIV et CXXVIII, cas V.] 
Plan des y. 



\ 




t a Ic signe du coefficient de i dans y et le signe contraire au coefficient 
de f dans ^ - A deux points y dont les affixes sont conjugu6es corres- 
pondent deux points z^ d'affixes conjuguees et deux points u symetriques 
par rapport a Ta\e des quantites puremcnt imaginaircs. Au cercle du plan 
des y deer-it dc s a comme centre et par rapport auqucl les deux points EI, 
s 2 sont symetriques, correspond, dans le plan des z , le diametre qui va 

du point g- au point -g- , et, dans le plan des w, le segment qui va de 

t0j -2 a (0j ? . AU segment indcQni du plan des y qui va de oo 

a s 3 correspond, dans le plan des J5 , le segment qui va dc * a (s 3 ), et, dans 
le plan Hoa u, Ic segment qui va de o a oj 3 . 



1 64 



CALCUL INTEGRAL. 



[Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV.] 
Plan des * 9 . Plan des y. 




mJ = s 2 



2 sin t 



fy 

= cot -> > 
4 



= cot 3, 



= *cot|, (3) = jcot|- 



Plan des u. 



o< j 



^ est de signe contraire aux coefficients cle dans y ct dans ^ . A <Iou\ 
points y dont les affixes sont conjuguces correspondent deux points ^ 
ou deux points u symetriques par rapport aux axes des quanu'tcs rccllcs. 
A deux points^ de mme affixc, mais situds sur les deux Lords d'uno cou- 
pure circulaire allant de m' a EJ ou a 3, correspondent deux points s () sy- 
metriques par rapport a Taxe des quantites purcmont imaginaircs ct deux 
points u symdtriques par rapport a toj ou a o> 3 . A la partie non ligur( l o du 
cercle du plan des y, de centre s 2 , qui va de t a 3) correspond, dans Ic 
plan des ZQ, le diam^tre qui va dc (EI) a (s 3 ), et, dans lo. plan des u, Ic 
segment qui va de coj a 0)3. Au segment nidefini du plan dcsj^i qui va dc 
s 2 a -HOO, correspond, dans le plan des #< le segment qui va dc 
et, dans le plan des u, le segment qui va de c^ -+- 0)3 a o. 
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(4) 



[ Voir CXXVI et CXXVIII, cas IV 
Plan des ^ . Plan des y. 




? = i tang ; 
( m ) = cot j 



=,,,+ ^ni, 

a i sin CD 



(m l ) = cot ^ j 
(e 3 ) =icot^., 

Plan des u. 




= - (ft), -i- 



o < t 



cs l dc meme signc que le coefficient clc i dans j^ et de signe contraire 
au coefficient de dans - A deux points y, d'affixes conjugates, corres- 
pondent deux points .a sym^triques par rapport a J'axe des quantitcs 
reelles et clcux points u symctriques par rapport a Tune des quantitds pu- 
rcmcnt imaginaires. A deux points^ <lc mdme afiixc, mais situes sur les 
Lords opposes de la coupure circulairc allsnt de m a s t on ft e 3 , COXTCS- 
pondcnt deux points ^ symetriques par rapport a Taxe des quautites pu- 
rement imaginaires ct deux points n sym6triqucs par rapport & coj ou 
a co s . A la partic non figurec du cercle decrit dc 2 comme centre dans 
Ic plan des y, allaut dc si a e a , correspond, dans le plan des z 0j lc diametre 
qui va dc (si) a (e 3 ), et, dans le plan des w, le segment qui va de o^ 
a o>0, Au segment indeTmi du plan des y qui va de oc a EJ. corres- 
pond, dans le plan des ^ lo segment qui va dc i a ( 2 ), et, dans le plan 
des M, Ic segment qui va dc o a toj 0)3. 
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Le lecteur trouvera dans le te\:Le, au Ghapitre IX, tout ce qu'il faut pour 
etablir ces divers resultats qu'on a cru pouvoir ici se contenter d'enoncer. 

II observera aussi que, dans ies quatre cas, Ja fonction 



assujettie a tre positive pour un point d'affixe tres grande ct supposee. 
s'il y a une telle coupure, sur le bord superieur de la coupure recti- 
ligne qui va vers -r- 00, est holomorphe dans le plan des y limite par les 
coupures indiquees. Dans ces conditions on a, en deux points correspon- 
dants ; 



et, en supposant que le chemin d'mtegration ne traverse aucune coupure, 

dy 



PREMIERES APPLICATIONS 

DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 



CHAPITRE I. 

PREMIERES APPLICATIONS A LA 
ET A LA MECANIQUE 



I. Longueur d'un arc d'ellipse. 

647. Soient a el b les demi-axes de Pellipse; supposons a > b. 
Nous prendrons, pour origine des arcs s de Pellipse, Tune des 
extrmite*s de son petit axe et nous orienterons 1'ellipse a partir 
do celte extre'mile dans un sens determine* arbitrairement choisi. 
Si Ton met les Equations de 1'ellipse sous la forme 

x = a sn u, y = b en u, 

en se r^scrvanl de choisir con venab lenient le module , et si Pon 
fait varier le param6lre u de o K, on obtient la longueur I du 
quart de P ellipse. Soit $ la longueur de Pare de Pellipse corres- 
pondant a une valeur Je u comprise entre o el K; si Pon de"signe 
par ds la diffe*renlielle de cet arc, les formulcs (LXV1I1), (LXIX) 
donnenL la relation 

d$* = (a a cn 2 wdn 2 w -V- Z> a sn 2 adn 2 w) dvfi = a a dn*wf i sa 2 u} du-, 

que Pon peut c*crire, en prenant pour le module k VexcentricM 
de Pellipse, 

ds* = a 2 dn 2 w(i A a sn a w) du? = a* dn 4 w du-, 
T. et M, IV. 2 
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on a done 

y." ^ K 

s a I dn 2 u du, I a I dn 2 u du. 
J o - o 

La valeur de la dernire integral e se lit immediatement surla for- 
mule (GII 8 ); on a done 



- =E. 



La valeur de s resulte, dans lous les cas, de la formule (GXV S ), 
d'apres laquelle 



on en deduit immediatement, en tenant cornple de la formule 
(LXXIK 4 ), la relation 

i = M[i-Z'(o)]-HZ(a), 
que Ton peut aussi ^crlre 



C'est ce probleme de la rectification d'un arc d 'ellipse qui a servi 
de point de depart aux recherches de Legendre sur les fonclions 
elliptiques; le nom meme de fonctions ellipliques, d'abord em- 
ploy^ pour designer les integrales elliptiques, en lire son originc. 

648. Pour effectuer un calcul numerique determin<5 on prendra 



3a2 ___ 

de fagon que A' 2 = gs "~ e * soil bien egal a ^""T ; on aura alors 

6 1 63 ft" 

(Lxxi,,cn,), 



et 1'expression de s pourra ^Ire raise sous la forme (CII T ), 
(LXXVIII,), 



* \i"o)i/ 
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qui convient au calcul. On fera usage des Tableaux (CXXIII) ou 
(GXXIV), suivant que <2 2 est plus grand ou plus petit que 2& 2 . 
Pour A' 2 petit, on a, en negligeant A* 4 , 

S l lot * \ 

= u k*{ u sm 2 u ] . 

a 2 \ 2 / 

II. Longueur d'un arc de lemniscate. 

649. Liquation de la lemniscate rapporl^e a son point double 
comme p61e et a son axe comme axe polaire est, comme on sait, 

7*2 at cosaO; 

on en d^duit immediatement pour la longueur ds de 1'arc elemen- 
taire de cette courbe, la relation 



en posant 



Convenons de prendre tons les radicaux avec leur determination 
arithmetique; convenons aussi de prendre s = o et ^ = o pour 
= o; on a alors pour la longueur / du quart de la lemniscate 
et pour la longueur s d'un arc quelconque de la lemniscate plus 
petit que , compt^ & parlir de I'extrmit6 de son axe, les formules 



^L 'fl 

V/2j v/i^ 



on a, dem6me, pour la longueur I s d'un arc queJconque plus 
petit que I et compt6 & parlir du point double, les formules 



dr 



/4p*-4p 
oil 1'on a pos< 



r^ cos 2 ^ cos 20 
De ces formules on d^duit, pour 
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les relations 






III. Aire de reUipso'ide. 
650. Soit 



Pequation de Fellipsoide rapportee a ses axes. Groupons les points 
de la surface ou la normale fait tin mme angle avec Paxe des z ; 
a cet eflfel, posons 



on voit immediatement que tous les points envisages se projettenl 
ortkogonalement, sur le plan des ay, suivant une ellipse de demi- 
axes, 



/pS-^^fL 

^4 / - * f ^4 

V ^ j V 



/ 



L'aire intdrieure a cette ellipse est egale a 

Tc 
ou 1'on a pos^ ? pour abr^ger, 



done 1'aire de Tanneau elliptique compris entire les deux ellipses 
qui correspondent & 9 el a P H- ^, esl 6gale a 



Paire de la partie de la surface du demi-ellipsoide qui se projelte 
orthogonalement sur le plan des xy suivant cet anneau est, par 
suite, ^gale 

dPL , 

-dt d > 
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done en fin Faire S du demi- ellipsoid e est egale a 



_ . , 

S = 7i a b I v 7 dv. 

J=i d9 

651. Pour effectuer Fintegration, posons 



alors a la limite 9 = co correspond la valeur u =o; nous speci- 
fierons tout a Fheure la valeur u { qui correspond a la limite d'in- 
tegration 9 = i . Si nous choisissons e\, e^ e v de fagon que Fon ait 



on devra prendre [JL = i , v = a, A = 3 pour avoir e< > e* > e 3 . 
Dans ces conditions, on aura 

c 2 9.c 2 c 2 c 2 

3^ = 1 + ^5-, ^ ^ =--.-., 

C 2 2C 2 C 2 

3 * 2==I -^--^r> ^-^ = 1-^, 

c 2 c 2 c 2 

3tfJ = _* + .._,-_, fll . tf8=51 _. 

Quand ^ varic de o a cD 4; 5ao(w) varie de + co & \/e { e s < i ; 
on prendra pour ^^^ la valeur de u comprise entre o et i pour la- 
quclle on a 



valeur pour laquelle (^ =^30 (w) est effectivement egal a + i . 
On a d'ailleurs 



f *-<** = 



en faisant dans Fint^grale inddfinie J A.dv la substitution 
^=53o("), on Lrouve de suite 



A [? 
/'A c?p = T(ea -Hi pw) c?w = (<s 3 -+ i) WH- ?w-h const. 



I/ 2 FOXCTIONS ELLIPTIQUES. 

On. aura done 



r 

*A 1 






la quantit^ entre crochets est une fonction impaire de ?^; si Ton d- 
veloppe suivant les puissances ascendantes de u, on reconnait de 
suite que les termes en disparaissent, en sorte que cette fonction 
est nulle pour u o; d'autre part, SJ (M|) ou pu { e a est 6gal 
a i ; on a done finalement 



S = nab 



IV. Pendule simple. 

652. Gonsiderons un point pesant, de masse gale a i , assujetti 
a se mouvoir sur un cercle de centre O, de rayon I, situ6 dans un 
plan vertical. Si Ton rapporte, a un instant quelconque t^ la posi- 
tion de ce point a deux axes Ox, O^?, dont le premier est hori- 
zontal cjans le plan du cercle, le second dirige suivant la nadirale, 
on a immediatemeat les relations 



dont la seconde exprime 1'int^grale des forces vives; V ddsigne la 
vitesse du mobile a 1'instant t, g Pacc<$l(5ration de la pcsanteur 
et h la coustante des forces vives. On en d^duit sans peine que 
s v^rifie Fequation difFerentielle 



ou les racinesdu second membre sonL en Evidence. En aflcclant 
de 1'indice o les valeurs des variables a l'poque t = o, on a 



Laracine ^ du second membre de liquation diff6rcnticllc5 
toujours inftrieure a /, peat 6tre comprise entre / et / ou tre 
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plus petite que /; puisque igz^ -J- h est positif, z, dans le pre- 
mier cas, oscille entre I et -- - : le moiivement est alors, comme 

on sait, oscillatoire; dans le second cas, z est compris entre I et 
I : le mouvement est tournant. Nous excluons le cas ou, h etant 
egal a zgl, Tintegratiou pent s'effectuer paries fonctions elemen- 
taires; dans les aatres cas, z peut toujours atteindre la valeur , 
et nous conviendrons de prendre 1'origine du temps a un instant 
ou z est dgal a L 

653. Pour ramener Pequation differ en tielle a la forme normale 
nous ferons la substitution 

_ a/ 2 h 

Z -~^ Z ~~*g' 
elle prend alors la forme 



les racines e^ e a , e 3 , suppos^es telles que 1'on ait e^ >e$>e$, 
correspondent aux quantit6s /, -- > I rang^es par ordre de 

grandeur croissante, puisque z et z varientensens contraire; dans 
lous les cas I correspond done a e 3 . L'int^grale de liquation dif- 
f^rentielle est 



en d6signant par X la constante d'intgration-, pour t= o, z doit 
dire egal a I et Z k e ; X doit done 6tre congru co 3 , modulis 2 CL) I 7 
2to 3 ; ricn n'cmpfiche de supposer X = co 3 , ce que nous ferons d&- 
sormais. 

Pour aller plus loin, il convient de distinguer les deux cas. 

t (> Mouvement oscillatoire. On suppose 



-'<<* 



on a alors 



puis, en se rappelaut que z est 6gal & p(-i- to 3 ), en utilisant les 
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formules (L1X),(LX), (LXI) eten posant pour abr^ger u = ti /y > 



= f 



^ = -- ~- [p(t -Hoa 3 ) ei] = 

i? 



x = v// 2 ,s 2 = v/a^f/ +- A los^^as^ = aZA sn w dn ZA, 
v 2 = 2^-^ -4- A = 4 k-gl en 2 z*, v = a A- v/J? en w, 



pour determiner le signe de lavaleur de x^ on a fixe le sens des x 
positifs de fagon que V soit positif; A" est la racine carr6e posi- 
tive de & 2 . 

Si Ton designe par 9 Tangle que la tige du pendule fait avec la 
nadirale, en sorte que x soit egai a ZsinO et 5 a /cosO, les for- 
mules pr^cedentes fournissent immediatement celles-ci : 



sur lesquelles le caract^re oscillatoire el les propridtes de sjmclrie 
du mouvement se lisent si facilement qu'il nous parait inutile d'y 
insister: uotons seulement que les positions les plus basses du 
mobile (^== I) correspondent aux instants 



que les positions les plus hautes (5 = ^ correspondent aux 



instants 



en d^signant par n un nombre enlier, que la dur<5c d'une oscilla- 
tion complete est 



que I'angle entre lanadirale et la lige du pendule dans sa position 
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la plus haute n'est autre que la valeur a de 9 pour u= K; on a 
done (LXXII) 



. a a ,. 

sm - = k, cos - = k . 

' 



Pour les applications numeriques on utiliserales formules (GXX1II) 
ou (GXXIV) suivanl que h est negatif on positif. Si h est tres 
voisin de zgl ou de + 2g7, on pourra se servir des formules 
(CXXIf i0 ) ou 



2 Mouvement tournant. On suppose 

-<-< 

on a alors 



ff 

= -- -J 

2/ 



puis, en posant cette fois 



on trouvera 

z _ a/f 

*~~ 8 



.., t . 

Sis M ' 



^7 = 2 Z sn u en u, 

.0 



Le caractre Lournant et les propriet6s de sym^lrie du mouvement 
se liscnl Imm^diatement sur ces formules; la duree d'une r<volu- 
lion complete esL donn^e par la formule 
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V. Pendule spherique. 



6S4. Soient o? = /'cos6, j/- = 7*sin8, z les coordonnecs d'un 
point pesant assujetti a se mouvoir sur une sphere de rayon / donl 
le centre est a 1'origine des coordonnees; 1'axe des s est dirigesui- 
vant la nadfrale. Sofent V la vitesse du mobile, g 1'acceleration de 
la pesanteur, c el h les constantes des aires et des forces vives; 
les integrates des aires et des forces vives 



et 1'equation de la sphere r~ H- z 2 = I 2 fournissent immediaLemenL 
la relation 



dont nous d^signerons, pour abr^ger, le second membre par cp(3). 

Convenons d'affecter de 1'indice o les valeurs des variables pour 
= o. Excluons le cas ou C serai t nul, le mouvement eLant alors 
le m^me que celui d'un pendule simple, et le cas ou <f(s {} ) clan I 
nul, x? serait racine double de <p(s), le mobile decrivant alors d'un 
mouvement uniforme le parallele sur lequel il se trouve d'abord. 

Dans le cas general ou nous nous pla^ons, ^(^o) esl posilif ou 
nul et, s'il est mil, <f(s) est positif pour des valeurs dc I un pen 
plus grandes que o; la substitution dans <p(s), a la place de , des 
nombres QO, /, ^ ? l> +00 montre ainsi Tcxistcnce dc trois 
racines r^elles a : b, c plac^es comme Tindiquent Icb in^galilds 



Tune des racines a, b pouvant 3tre %ale a 5 . Be l'identit<5 

(2^H-A)(/ 2 ^)~ G 2 = a^(^~ a) (s 6) (5 c) 
on d^duit d'ailleurs les relations 



Comme a el b sont compris entre / et -+- /, ^expression 
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ab /-, doncaussi (a-\- 6)c 5 est negative, en sorte que, c etant 
negatif, on doit avoir ( i ) 

a -4- b > o, a> o. 

6So. Dans Tequation differentielle que verifie z, faisons la sub- 
stitution 



de maniere a obtenir uiie equation diffrentielle de la forme 

V=4z 3 ^- 2 z ^3 = 4(z < 



les racines { , e 2 , e$, suppos^es telles que Ton ait e { >e 2 >e 3 , 
correspondent respectivement a c, i 5 a, puisque z et z varient en 
sens contraire, et 1'on a 



a = 2 ( aa-h^-v-c), ^ t <? 2 = (6 c). 
LMnt^grale g&ierale de liquation diflf^rentielle est 



}. 6tant nne constante arbitraire* En prenant, pour origine du 
temps, 1'un dcs instants ou le mobile est sur Je parailfele z = a, 
on a 



on en deSduil que p(X) est 6gal & e 3 ; X devra done 3tre congru ^ 0)3 
(modulis 2to 4 , 2to 3 ) ; nous prendrons X = o) 3 . La solution de li- 
quation differentielle en z est 

z =B p(-h cos). 



pour la discussion, le Traiti de Mecanique dc M. Appell, 1. 1, p. 485. 
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6S6. Avant d'aller plus loin, il convient de faire quelques ob- 
servations concernant les donnes. Si, outre g et /, on regarde ^ 
ou a comme une donnee, les deux constantes h et C ne sont plus 
independantes et Ton doit snpposer c 2 egal a rj VJJ, c'est-a-dire a 



sous le benefice de cette supposition, liquation cp(s) = o admet 
la racine a; en la debarrassant de cette racine, on trouve, pour 
Pequation que doivent verifier &, c, 1'equation 



dont on apercoit de suite que les racines sontr^elles et s^parees 
par le nombre a; mais a devant tre, par hypoth^se, la plus 
grande racine de p(^), on doit avoir 



le cas limite ou G 2 serait ^gal a ^-- 5 - correspondrait au cas lirnitc 

ou a serait une racine double. La quantite C, que I'on pent cvi- 
demment supposer positive, pent prendre toutes les valeurs dc 

7^i/~ a + oo ; toutes les constantes du probl&me dependent alors 
de G. Une discussion elementairemontre facilementque C augmcn- 
tant de r\ i/ a -+- oo, b d<croit de a a a et c de ^L fl ft 

' 



oo; /c 2 = croit de z&ro iusqu'au maximum ~_ Tll, 1 ^! ~ 

a c v/>'(f -+ 4 * -t /'o 

qu'il atteint pour C = t / a -j puis diScroit jusqu'a <Sro ; 

K et q varient dans le mme sens que A" a , Kde - a ^ et# de o a o; 

K7 varie dans le sens contraire de + oo a -f- oo. Lc sens de la va- 
riation de 

K 



avec Cn'apparaitpas immddiatement; mais il est clair que lorsqueC 
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a depasse la valeur (/ ^^ - , to 1 decroit et tend vers o quand 

C augmente indefinirnent; au reste il est aise de trouver des li- 
mites superieures de co < en se servant par exemple de la relation 
K < -p (n 538) ; on trouve ainsi 



Lorsque A" 2 est tres petit, c'est-a-dire lorsque C est tres voisin de 
ou tr s ranc ^? on P eut se servir des formules (CXXII). 



'o i/ 



6o7. On pent ecrire aussi 

o f* ( e< ei} ( 



pt 



oil Von a pose* 9 = ; Les valeurs ainsi trouv^es pour z sont 

r^elles, quand t varie de oo a -4-00. Quand le point t parcourt 
dans le sens direct le rectangle dont les sommets sont o, o) 1? 
to! -4- co 3? o) 3 , on sait qtie pt varie en diminuant constamment de 
-H oo a oo ; on conclut de J et des formules pre'c&lenles que s 
Ya en diminuant constamment de #(tf=o)a 6(jf = cOi), puis a 
c(t = o) 4 -f- <x) 3 ) 7 puis i oo(^ = co 3 ); 1& il passe brusquement de 
oo ^t -4- oo et revient, pour t = o, la valeur a. Les monies re- 
suitats peuvent d'ailleurs se lire sur la seule formule 



en suivarit le chemin que parcourt le point H-a> 3 , ou le point 
t a> 3 qui fournit pour t la mme valeur; dans ces conditions 
p(t + o> 3 ) va constamment en augmentant, en passant toutefois 
de + oo &. oo quand t atteint la valeur o> 8 . II suit de la que z at- 
leint les valeurs l t -H I pour deux points 2 , t situe's le premier 
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entre & { et to< -+- o> 3 , le second entre to 3 et eo< ; on a, en ces deux 
points a , 2 , 

o72 , , . - h gl 

la= -- [p(*i-4-t<*8) *a], P(*i-+-w 3 ) = - J^T* - y 

o 

8 



658. Ces valeurs t\, t 2 vont intervenir dans le calcul de 9 5 eL il 
importe de donner le moyen de les calculer avec precision. Obser- 
vons que 1'on a, quel que soit , 






= =fc 



et que <p(^) se reduit k C 2 quand on suppose t 6gal a t t on a if 2 5 
on a donc ? pour ces valeurs de t, 



d'ailleurs quand decrit le segment a> H . . co i 4- to 3 , j>(^ + co 3 ) va 
en augmentant; si done on pose pour un instant t = to< -p- ^X, la 
derive, par rapport a la variable (reelle) X ? de la fonction (reellc) 
p(^i 4- <o 3 + )u) sera positive pour les valeurs de X comprises 

CO-* i 

entre o et ~; on aura done 

*>'(**-*- ">a)> 
et, par suite, 



de mme 



On a ainsi tout ce qu'il faut pour appliquer les formules (CXXVI II) 
et calculer, si 1'on se donne les 6l<5ments numeriqucs du probltonc, 
les quantites t^ + to 3 , t$ 4- o> 3 a des multiples pr&s dcs pdriodcs, 
c'est-^-dire ; dans le cas actuel, sans aucune ambiguiUS. 

6S9. Remarquons, en passant, quo les deux valeurs t { -\- w 3 , 
f a o> 3 font acqu^rir a la fonction pf I la valeur ; la foric- 
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tion p l t est une fonction doublement priodique de , du 
troisieme ordre, avec o pour p61e triple; la somme de ses zeros 
devant etre congrue a la somme de ses pdles, on en conclut que 
son troisi&me zero est t* /, ; en d'autres termes, on a 



On pent evidemment poser t% 1 { = co 1 + A, X tant une quan- 
lit reelle comprise entre ^ et ^-; la formule precedente montre 
que X est posit if : en effet, la derivee, par rapport a la variable 
(reelle) X,de la fonction (reelle^o^-f. A), c'est-a-direzp^co,-!- A), 
est de signe contraire a X, puisque 30(0)! + A) decroit quand X 
croit de o a et croit quand A crott de a o; or, d'apres la 
formule precedente, ?p / (co 1 -+- A), c'est-a-dire ip r (t a * 4 ), est 
n^gatif. Ainsi A, c'est-a-dire 4- (1 2 t< to^, est compris entre o 



11 va sans dire que 1'expression de j>'(fa ^) aurait pu clre de- 
duite, par les ihdor&mes d'addition, des expressions de < p(/ 1 + o> 3 ), 
( p(^ 2 + 0)3)3 P ; (^< 4-coa), J3^(^2 H- ^3)- Voici quelques formules ob- 
tenues par celte voie et qui pourraicnl servir pour le calcul de t\ , t* : 



660. L' expression de j> ; (^ + if 2 ) monlre que t { -*r (>% alavaleur o>< 
pour A/ 2 rr= c 2 , c'cst-a-dire pour C 2 = -^ 2 '*o? va ^ eur dont on re- 
connatt dc suilc qu'cllc est plus grande que la liraite inf<rieure 
dc C 2 ct plus petite que la valcur dc G 12 qui rend k^ maximum. 
Pour ccttc valeur particuli^rc, on sc trouve dans xm cas signal^ 
par M. Grcenhill, oi les formules se simplificnt notablement; 



t 1 ) Les valeurs dcs fonctions sn, en, dn, pour les valeurs de 9 qui correspondent 
A t SB t^ ou L s* t t sc d6duiscnt Lr6s facilcmcnt dcs expressions de js a, s ^, 
5 C, ct 1'on a, dans tout cc qui precede, tout ce qu'il faul pour la ddtermina- 
uon des signes. 
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d'abord b est nul, en sorte qae le mobile resle compris entre 
Tequaleur de la sphere et le parallele = #; on a ensuite 



c = --, A* = 

a 



Lorsque C 2 est compris entre ^gr\ et ^^''^ 6 est P ositif et 
(^4-^) est negatif; c'est le contraire lorsque C depasse 
^/2 7 .2. on a ^ su i v ant les deux cas, 



661. G'est surtout en vue de la determination de 9 (ou de x, y) 
quenous avons calcule les valeurs de p(t< + co 3 ), JD ; (^ + co 3 ), 
On a 

^? c __ ^_ / i 

5^, - TiTT^ - ^7 \JTZ 

d'oi, en tenant compte des formules 

2/2 

I x = (l a) (5 a) = 

i> 



qui resultent imm^diatement des valenrs de / 5 l-^a^z a, 
que les prdc^dents calculs mettent en Evidence, 

^o __ ^o r i i i 

et en d^composant en elements simples, ou, cc qui revienl au 
m^me, en ulilisant la seconde formule (CILJ^), les expressions 
de p f (ti-+- w 3 ), j> ; (/2H- tog)? ainsi que les formules 



En integrant et clxoisissant la conslante d'inlggration de fagoa 
que 9 s'annule en zneme temps que t,, on a 
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d'ailleurs, a cause des expressions de I 5, Z-h z que Pon a ecrites 
plus haut et des formules (VII-j), on a aussi 



3* j* or 12 J!i 
done 



ou, en extrayant les racines carrees et choisissant le signe de fagon 
que Ton ait r = /* pour ^ = o, 6 = 0, 



662. Cette formule montre que x -\- iy et, par suite, x ely sont 
des fonctions univoques de t. La forme m&me de x-\- iy montre 
que c'est tine fonclion doublement p^riodiquede seconde espece; 
c'est le produit d'une exponentielle par la fonclion 

*!)*(* **) 

~ - 



dontles mnltiplicatcurs ^i, a 3 relatifs auxp^riodes 2o> <? ao> 3 sont 
respeciivement 



On pourrail prcndre pour I'^l^ment simple relatif a la fonction 
x + iy la fonction 



et transformer P expression de ^ + iy en la ddcomposant en el6- 
mcnts simples (n 367). 

Nous nous bornerons & quclques reniarques relatives a la fonc- 
lion y(), V^ nc sonL d'aillours que Tapplication des observations 
faitcs au n 372. D'aprcis ce qui a 6t& dit plus haut ? t^ -+- 1% est de 
la forme to< + ati> 3 , a 6tant un n ombre rel compris entre o et 2; 
si I' on considdre la fonction doublcmcnt p^riodique de seconde 

cspfece 

r 



T. et M. - IV. l3 
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on voit de suite que ses multiplicateurs, relatifs aux periodes aco 1 , 
2co 3j sont respecti vement e~~*i e\ si, par consequent, a est de 
la forme ~> p et q etant des entiers premiers entre eux, [<KO] 2 ^ 
sera tme fonction doublement periodique ordinaire ; il en sera 
de mme de 1' expression 



que Ton pourra obtenir sous forme explicite par la methode de 
decomposition en elements simples; elle admet ie pole unique a> 3 , 
d'ordre de multiplicite 4<7* Com me on a donne plus liaut 1'expres- 
sion de p(^ -+- 2 ), d'ou il est aise de d^duire celle de p(ao> 3 ), on 
voit le moyen de deduire liquation alg^brique que doit verifier 

la constante C pour que a ait une valeur donnee -? de Liquation 
alg^brique que vrifie p ( to 3 J ? equation alg^brique qui sera dlu- 

diee plus lard. Nous nous contenterons de ces indications som- 
maires sur un sujet qui se rattache d'ailleurs a la theorie des in- 
tegrales pseudo-elliptiques, que nous n'avons pas abordde; le cas 
simple ou a = i sera traite explicitement un pen plus loin (*). 

663. En posant 

f . ti i . u 



ir __ _ 
a 



de fagon que les quantit^s r^elles r 4 , r a soient positives et plus 
petites que ^ les formules de passage des fonctions a 1 aux fonc- 
tions 2r fournissent immddiatement les formules 



_ , 




ou Ton a posd, pour abrdger, 



( l ) FoiV GREENHILL, Les Fonctions elliptiques et leurs applications, trad, par 
GRIESS, Chap. Ill; voi> aussi, pour le cas ofc a = i, le Traite de Me'canique ra~ 
tionnelle de M. APPELL, t. I, p. 494. 
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On peut faire sur ces expressions de x? a et de x 4- zy, qui sp^- 
cifient le mouvement du point x,y^ z et qui sent appropriees au 
calcul numerique qtiand on se donne les lments numeriques du 
probleme, quelques observations faciles qui se feraient d'ailleurs 
tout aussi bien, le lecteur ne 1'ignore pas, sur les equations diffe- 
rentielles du mouvement. 

L' expression de s a montre que les valeurs de z se repro- 
duisent quaiid on remplace 9 par ^ -+- 1 ; dans les monies condi- 
tions x-\riy se reproduit multipli6 par le facteur <? u , ainsi qu'il 
r^sulte des formules (XXXIV) ou de ee que Ton vient de dire sur 
le caractere de la fonction # + iy] lorsqa'on a la position M du 
mobile a 1'instant t^ il suffit done, pour obtenir sa position a 1'in- 
stant t-\- 20)^ , de faire tourner le plan MO>s d\ia ang^le dgal a A au- 
tour de 1'axe Oz\ la p^riodicite du mouvement est ainsi bien 
mise en evidence et il est clair qu'il suffira d'etudier le mouve- 
ment de t = o a t = 2co<. II suffit menae de Tetudier de = o a 
/ =o>i, car a deux valeurs de t ^galement ^loignees de u> { cor- 
respondent deux valeurs de 9 de la forme (v ? 4 -4- ?, dont la 
somrrie est gale a i ? et, par suite, les valeurs de s que Ton ob- 
tient sont manifestemeat dgales, tandis que les valeurs de x -j- iy 
s'obtiennent en multipliant un mnie nombre 



par deux nombres imaginaires conjugu^s 

^ -i AW Sr g (-~ iVj (^) STj ( ir* w) Aw/ Sr,(fr t 

6 &i( /0 ' 

les deux positions correspondantes du mobile sont done 
iriques par rapport au plan qui passe par 1'axe des z et la posi- 
tion M, que le mobile occupe a Finstant ^ = o^ 4 , (<? = i). Ce 
point M< est la position du mobile pour laquelle z est minimum; 
ses coordonn^es sont donn^es par les formules 



le coefficient de a'"* est manifestement positif : c'est le rayon 
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\ecteur /^ de la projection du point Mi sur le plan des xy, il est 
facile de verifier qu'il est egal a \'l* 6 2 . 

L'expression de x -h iy met en evidence que Tangle polaire de 
la projection du point M< est, a des multiples pres de 27r, e"gal a 
TC + 4A, en sorle que la courbe decrite par Textremite du pendule 
est fermee, on non, suivant que ^A est un nombre rationnel ou 
irrationnel. On verra plus loin que w -f- j A est Tangle dont tourne 
effectivernent le plan MQz autour de Taxe Oz pendant que t croit 
de o a co n et non cet angle angmente d'un multiple de aic; mais 
cequi precede suffitanjontrer Tinter^t qui s'attache a laconstante 
reelle A dont il convient de dire quelques mots. 

664. On pent mettre A sous la forme 



/^ et 7*2 sont positifs et plus petits que .; il en resulte que dans 
Tune et Taulre des series chaque terme est positif, 7* a dtant plus 
grand qxie 7^, on congoit que A soil negatif, et c'est un point que 
Halphen a ^tabli par une analyse int^ressante que, toutcfois, nous 
ne reproduirons pas en raison de sa complication ( i ). Cbacunc 
des series regardees comrne une fonction soit de /*, , soil dc 7'i>, la 
variable ^tant supposee comprise entre o et -- .; est une fonclioia 
croissante : cela est evident pour chaque ternie de la prcmidrc 
et se v&rifie sans peine pour chaque terme de la seconde; il re"- 
suite de cetle remarque que 1'on a 



v> 



(') Apres Halphen, M. de Saint-Germain a oblcnu lo mfime rcsullat sans Cairo 
usage des fonctions elliptiques; il a^ en eflTet, monlre" [Cf. Note $ur LG pendule 
spherique (Bulletin des Sciences niathematiques, 2* se>,, I. XX, p. ui'DJ que 
Tangle dont a tourne 1 le plan MO z autour dc 645 quand t crotL de o a Wj csL phis 
petit que TC; on va voir que cct angle est e"gal ii - H- A ; de sa demonsLraiion ro- 
su^te done imrnddiatement que A esl ne"galif. 
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mais on a 



on en conclut 



11 serait interessant d'6tudier comment A varie avec Ja constante C 
dont dependent r { , ;* 2 el q . 

Signal onsquelques autres expressions de A. On a 

= 22! 



la seconde de ces forrnules qui, seule, a peut-etre besoin d'expli- 
cation, a ete deduile de la premiere en remplagant dans la pre- 
mi6re des formules ( VII 3 ) u et a par t { -+- co 3 , t% -4- co 3 et en utili- 
santles valeurs pr^alablementcalculees de p(t\ 



665. Dans le cas parliculier d^ja signale au n 660, ou 

T *i .. , ^ 2 

/i-f-ran::-^, c 2 =--^/ 2 r5, 6 = 0, 0= --, 



on a lout d'abord 



(JtO! 

A = - _ a K 



el le fait quo A esl n^gaiif apparail bien facilement en se servant 
de la relation K< -^> qui donne 



L'intdr6t de ce cas particulier consiste en ce que Ton y peut ob- 
tenir scSparcSment les valeurs de x et de y. En remplagant, dans 
I'expression de x 4- iy^ ir% par ~T &> I5 on trouve de suite 



iy ~ 
' r ^ 
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en appliquant ensuite la premiere formule (LVI,) el les for- 
mules (LXXI), puis en posant pour abreger 



on obtient 

x-> iy = r 
ou, puisque A et JJL sont reels, 

37 = r [cos(A-f- ir)p>cn(2Kp)-- ji.sin(A 



- [JLCOS(AH- n)(? 
En faisant ^ =| dans ces forrnules et en se rappelant que pour 



cette valeur z est nul et ^x*-\-y* 6gal a ^, on trouve sans peine 



et c'est ce qu'il n'est pas difficile de verifier, d'ailleurs, sur 1'ex- 
pression m^me de [x. 

666, II nous reste a etudier, dans le cas general, la facon donL 
9 varie avec t. De 1'expression de e- 1 donn^e au n 661, on deduit 
ais^ment, an moyen des formules de passage des fonctious or aux 
fonclions 2r, la formule 

==sAi; " f ':n- Io S/( p )' 
oul'on apos^, pour abreger, 



dans cette formule qui donne, ^ chaqxie instant ^, Tangle dont a 
tourne le rayon vecleur dans le plan des xy, il s'agitdc fixer, pour 
chaque valeur de v, la determination du logarithmc. Nous nous j 
arr^ierons d'autant plus volon tiers que la m6me question sc pr- 
sente dans un tr^s grand nombre d'applications. 

Pour suivre la voie rguli&re qui a &1& indiqu<5e aa Ghapilrc VI 

et qui permet stlrement de lever loute ambigui't(, il fa ut tout 

/vn 
d'abord transformer 1'expression de -j- de manifere qu'il n'j figure 
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plusque les derivees logarithmiques de la fonction Sr { ; on trouve 
alors 



et pour avoir la valeur de 8, qui correspond a une valeur donnee 
de t>, il suffil d'effectuer les integrates rectilignes 



'r 

J 



On observera d'abord que dans revaluation des logarithmes, 
qui resultent de Immigration, on n'a a se preoccuper que des par- 
ties purement imaginairesj les parties r^elles disparaissent evi- 
demment dans les differences, Les quatre integrales a evaluer 
peuvent eLre remplac^es par les suivantes 



t ~,u i-f-J' / x.^/*l^-f J ' /* 2 r 

/ ' I ' I ' / 

isin */;/- t *S 1 % *s 1 



/3r 7 ^ 
portent maintenant sur la quantity g 3 ^-; le pro- 

bUme de 1'dvalualion de pareilles integrates a ^t^ completement 
re*solu au Chapitre VI; nous nous reporterons a la methode expose"e 
aux n 08 S06 et suivants. 

667. Supposons d'abord que P soit compris enlre o et ^ c'est- 
4-dire que t soil compris entre o et a), ; on voit alors de suite que 
pour les quatre integrales le chemin d'int<gration est contenu dans 
J'aire du rcclangJe (R) figur^ k la page i55 du tome III et forme 
par la reunion des quatre rectangles (R|), (Ra)j (Rs)> (R)> en 
sorte que (CXVIIIi ) les qualre intdgrales prec^dentes sont respec- 
livement dgalcs i 

(P 



(P i -h i>a ) logSfi ( i-H- IT,), 
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ou les logarithmes ont leurs determinations principales, en obser- 
vant toutefois que les points 2r 4 ( ~ >*)? 3"i ( + zV 2 ) doi- 
vent etre regardes comme etant le premier sur le bord inferieur 
de la coupure de gauche, le second sur le bord sup6rieur de la 
mme coupure, en sorfce que les coefficients de i dans les loga- 
rithmes sont respectivement TC, -f-Tc; ils sont ~ el -4- ^ pour 
( iri), logSr i (z> 1 ); on aura done, dans ce cas, 



= AP-+- . 



U i j> 2 J log^Ti U -i -h w*a j I -4- 



3rc 
a 

en attribuant aux logarithmes leurs determinations principales; 
d'ailleurs, le point r l (9 -+- ir { } est situ6 dans 1'aire (R' t ), le point 
3", (r z>,,) est le point de Faire (R' 4 ) symetriquement place par 
rapport a 1'axe des quantites reelles; il re*sulle de la que 

i 

[log 3*1 (P /*j) logSrjC^ -h z/*i)] 

12 

est Tangle, compris entre o et > dont il faut faire tourner le 

rayon Tecteur qui va de o au point ST., (^ -4- ir { ) pour Tamener sur 
la partie positive de Faxe des quantite*s reelles 5 de m^me, puisquc 
les points Sr< (c^ ~ ^a)i 2fi (^ 4 + ^"2) sont sym^triquement 
places dans les aires (R^), (H.^ ), on voit que 



^ [log&, (,- I - ,> S ) -log* (*- J - 



est Tangle (obtus), compris entre et it, dont il faut faire 

QI 

tourner le vecteur qui va du point o au point 3^ (9 4-4- jf/* 2 ) pour 
Tamener sur la partie positive de Faxe des quantity's r6elles ; d'apris 
cela, on reconnait tres ais^ment que Ton peut <5crirc 



en ddsignant par a. et p deux angles positifs, moindres que TU, 
dont le premier s'oblient en faisant tourner dans le sens positif le 
vecteur qui va du point o au point S { (ir { -f- p) pour 1'amcncr 
sur le vecteur qui va du point o au point 2r, (ir i P), donl le sc- 
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cond s'obtient en faisant tourner dans le mme sens le vecteur qui 
va da point o au point Sr l (v 4 + *V 2 ) on S?o(^-+-fr 2 ) pour 
J'amener stir le vectear qui va du point o au point 2r< (V 4 
ou 2f 2 (p ^2)3 on peut encore ecrire, si Ton veut, 



en convenant de prendre le second terme da second membre corn- 
pris entre o et -re; il a d'ailleurs la valeur o pour 9 = o, et la va- 
leur TC pour 9 = 3 ; pour 9 = o, a et (3 sont nuls ; pour 9 = 4, a 
et p sont egaux a TC. L'angle dont le plan MOs a tourne* autour 
de Oz, quand t varie de o a tOj (p de o a ~), est bien egal, comme 
on 1'a dit plus haut, a iz 4- -- 

De ce que A. est compris entre TT et o on conclut que e est 
compris entre et ic. C'est Puiseux qai a ? le premier, dernontre 

que e est toujours plus grand que - Sa demonstration (Journal 
de Liouville, i rc serie, t. VII; 1842), qui est devenue classique, 
n'a toutefois rien a voir avec la theorie des fonctions elliptiques. 

668. Nous avons expose ces r^sultats en suivant pas a paslavoie 
indjqu^e au Chapitre VI; ou y parvient d'une fagon plus courte, 
en interprdtant laformule m^me qui donne I'expression de 8 et en 
remarquant que devant s'annuler pour t = o, log/(p) doit ^tre 
nulpour i'== o et que les valeurs que prend successivement cette 
fonclion se suivent d'une fagon continue. En se reportant tou- 
jours a l&fig. 1 55 du Tome 111, eten suivant la fagon dont se d6- 
placent dans les aircs (R.J), (R^), (R' 3 ), (R' 4 ) les points 3 4 (ir t -+- P), 
3 2 (^4 v)i ... on n'a aucune peine a retrouver les r^sultats 
precddcnts. 

L'^tude peut se poursuivre lorsque v est compris entre ~ et i, 
en partant de la propril /(i ^)/(^) = i de la fonction /(r) 
qui r^sulte immddiatement des formules (XXXIV); si I'on pose 
c = + tp, on devra, a cause de cette propri^t^, adopter, pour 
les valeurs dc w comprises entre o et , une determination de 
- 1 -. log/(| 4- tf>) de la forme 



'JLl 



192 F03SCTIONS ELLIPTIQUES. 

ou k est un nombre entier determine $ cet entier est, d'ailleurs, 
egal a a, puisque pour p = 3, tp o, ia formule prec6dente se 
reduit a log/(4) = zA"rcet que Ton sail que log/(j) = azr:. La sj- 
m^trie du mouvement se reeonnail tres ais&tnent sur celte meme 
formule; nous ne nous y arreterons pas, puisqu'elle a te etablie 
sur 1'expression de x ~f- iy+ En resurn^ ? de 9 = | a v = i , on a 

6 = AP-i- . Iog/(r) 

si 1'on convient de prendre poui" le second terme da second 
membre cellede ses determinations qui est comprise en Ire -rcet HTC. 
Pour 9 = i , on a 

= n_ JL log/(i) = A4-7c = a6; 

'2. 

ce dernier rsuitat aurait pu se d^duire ais^ment de la formule 



Pour poursuivre cette ^tude lorsque 9 est plus grand que i, il 
suffirait de partir de la propri&g de la fonction P exprimee par Ics 
relations 



onpeutainsi montrer directement quequand P est successivemenl 
compris entre i et |, | el a, a et |, . . , , ^ et n ~*~ l , - , c'cst- 

A 2i 

a-dire ^ entre 2co f et 3(o i5 Sco^ et 4 to i3 4^\ et 5co,, . . , 7 /i<o i el 
)cOi . . M on doit dans la formule 

= APH- ~.log/(p) 



. 



prendre successivemenl, pour le second ternie du second membre, 
celle de ses determinations qui est comprise entre ate ctSit, 3^ 
et 4^7 4^ et STC, . . ., n-rc et (n -4- I)TC, . . ,. 

VI. Mouvement d'un corps solide autour d ? un point fixe 
dans le cas ou il n'y a pas de force ext&rieure. 

669. Nous allons ^tudier le mouvement d'un corps solide dont 
un point O est fixe et qui n'est soumis & aucune force autre que 
la reaction du point fixe. Nous renvoyons, pour ce qui concernc 
la partie m^canique du probl^me et l^tablissement des Equations 
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diflferentielles du mouvement, aux divers Traites de Mecanique ra- 
tionnelle, particulierement a la Note de M, Darboux sur les mou- 
vements a la Poinsot, qui se trouve dans le Traite de Despeyrous; 
nous emprunterons a ceUe Note nos notations, d'une part, et, 
d'autre part, 1'equation differentielle de Therpolodie. 

Le corps solide est rapporte a un systeme de coordonn^es rec- 
tangulaires Qxyz qu'il entraine avec lui et qne 1'on supposera 
coincider avec les axes principaux d'inertie relatifs au point O. Le 
probleme final consiste a determiner a chaque instant la posi- 
tion du triedre Qxyz par rapport a un systeme d'axes fixes OXYZ; 
ilestresolu si I'onconnait, en fonction du temps t, les trois angles 
d'Euler qui d^terminent la position du triedre mobile par rapport 
au tri&dre Gxe. C'est a ce r6sultat que nous nous attacherons (*). 

Soit (E) Pellipsoide d'inertie du solide pour le point O ; soit Ofll 
le vecteur qui figure la vitesse angulaire de rotation o>, vecteur 
dont les projections sur les axes O#, Oy, Oz sont /?, </, r. Le 
moment des quantit^s de mouvement est un vecteur fixe dans 
Fespace dont nous d^signerons la longueur par Z 7 el dont les pro- 
jections sur les axes O#, Qy, Qz sont A/?, Bg, Cr, en d6signant 
par A, B, C Jes moments d'inertie du solide par rapport a ces 
axes, L'ellipsoide (E) est constamment tangent a un plan fixe (II), 
au point J ou ce plan est perce par la demi-droite qui porte le 
vecteur OQ; le lieu du point J dans le plan fixe (IT) est 1'herpo- 
lodie, le lieu du m6me point sur Tellipsoide (E) est la polodie; la 
pblodie roule sans gltsser sur 1'herpolodie; Je probleme pent etre 
regard^ commc rsolu quand ce dernier mouvement est connu. 
Nous laisserons dc c6t6 les cas ou la polodie se decompose en deux 
ellipses se coupant suivant 1'axc moycn de (E), ou en deux cercles 
paralldles, ou encore se r^duit a deux points; Fherpolodie est 

( l ) M. Klein a employ<S d'aulres paramelres qui donnent des rcsullats plus 
symilriques. On pcuL consullcr, sur ce sujet, le livre qu'il a public 1 avec M, Soni- 
mcrficld sous le Litre (Jeber die Theorie des Kreisels, ou une ISoLcdc M. Lacoui 
dans les Nouvelles Annales de Mathematiques, 5* s6nc, t. XVIII; 1899. Les ex- 
pressions des ncuf cosinus .sont dues Jacobi (Journal de Crelle, t. 39; 1860). Les 
formules auxquclles nous nous bornons ont e*t6 donne*es sous une forme a peine 
diit(ircnlc par IJcrmile (Sur quelques applications des fonctions elliptiques, 
Paris, i885). On pcut aussi consulter : Halphen, Traite des fonctions elliptiques, 
l. II; 1888; Lindemann, Sitsungsberichte de I'Acade'ime des Sciences de Munich, 
I. XXVIII; 1898, ot Lacour, Annales de Vficole Nortnale $uprieurc, 1900, 
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alors une spirale (dont 1'equalion s'obtientaumoyen des fonclions 
elementaires), un cercle oa un point. 

Nous supposerons I'herpolodie, dans le plan (II), rapportee a 
un systeme de coordonnees polaires; le pole sera le pied P de la 
perpendiculaire abaissee de O sur (II) et Taxepolaire sera la direc- 
tion qui va du point P vers la position initiale J du point J ; nous 
repre"senterons par 3 la distance OP du point O au plan (II) : elle 
est evidemment comprise entre la plus petite et la plus grande des 

quantites -r= , j=.> - ; nous designerons par RS et les coor- 
y A yB yG 

donnees polaires du point J dans le plan (II). 

Les integrates des forces vives et des aires fournissent les re- 
lations 

h = A/? 2 H- B ^2n_ c r% /s = A 2 jt? 2 -f- B 2 # 2 M- G 2 /- 2 ; 



la constante des forces vives h est lie*e a / par la relation h = l-o- 
qui se deduit immediatement de ce que, si x, y, z d(5signent les 
coordonnees du point J par rapport au triedre Qxyz, on a 



p 2 q 

Nous introduirons enfin tine constante positive pi dcfinie paries 
relations 

( JL= SV/AS /gs. 

On a alors 

to2 = 

670. Nous poserons 



cn vertu d'une observation ant^rieure, i estcompris cnlre la plus 
grande et la plus petite des quaulitgs a, 6, c; nous poserons uussi 



Enfin, nous nous contenterons d'^crire les Equations suivanlos 
dans les cinq premieres desquelles on reconnattra les Equations 
d'Euler,les in tegrales des forces vives et des aires, et dont les trois 
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dernieres s'obtiennenl en resolvant, par rapport a/? 2 , </ 2 , /' 2 ? celles 
des equations precedentes qui soul lineaires en/> 2 , y-, /*, 



ca 



- 4- c(# 



De ces equations, de la relation 

dp_ d</_ dr __ d\\ 

el dcs Equations d'Eulcr, on tire sans peine la relation 



Si I'on y fait 

-- i p* ( T (( + T A - h T,) - y i9 



elle prend la forme normale 



ou 

'*oc - i l^OVhT,, -AT rt ), rp. Y - |X 2 ( r)(i a), 

^P " i I* 1 ( T H- T T A ) . <* Y - |*H c - '0 ( i ^ ) i 
<f Y ..j > |JL* ( T,, - 1- T/, *A T ), r a fp r-: ftt ( 6 ; ( i c ) 

Noas cojnvioudrons de ranger les axes <)r, Oy, 0^ de manifirc 
quo b soil cninprig en ire a eL c el quo (i />) (i c) soil posilif ; 
deux, eas sorit alors possibles : 

l< ei V' /- > I ^^ ) 

u < /> < i < c ; 

on consUto qno, dans ees deux cas, on a **y > <" a > <*(*; nous pren- 
droiiH loujours, ea consdqucnco, Y' ^ ocsa, fi 3; en sorte 
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que Ton aura 



/ 
V/ 



a c b 



b c a i 
671. L'integrale de 1'eqtiation different! elle eny 4 est de la forme 



A elant une constante. [I est aise de reconnaHre que 1'axe instan- 
tane de rotation vient, pour des valeurs convenables de f , se pla- 
cer dans ie plan des xz\ nous choisirons tin de ces instants pour 
origine du temps 5 nous supposerons, de plus, que les directions 
positives des axes soient telles que, pour t = o, les valeurs /> , /\, 
de/? 3 r soient positives; pour t o, </ = o, et, d'apr&s la seconde 
equation d'Euler, -^ est du signe de a c\ nous designerons 
par el 9 unite positive on negative suivant que a est plus grand ou 
plus petit que c\ enfin, nous introduirons une constanle purcmcnl 
imaginaire 9 satisfaisant aux. inegalites o <- << ~ et definie par 
les egalit^s concordantes 



a ^) ( <?) (a I). 

Pour ^ = o, g = o, R 2 doit 6tre 6gol & T^, done y f qui so r^duit 
a pX doit tre ^gal a e$\ X doit done 4trc congru (0 3 , rnodulis 
a(o 2co 3 ; rien n'empche de supposer X = (j0 3 . DC la relation 
y 4 = p(^ + o) 3 ) on conclut 1'expression de R 2 en fonclion de /, 
savoir 

Rt== (o-i)fi ) -!(_ 



ou R est la valeur de R pour t = o ; ayant ainsi Texpression 

ou de R 2 , on en d^duit celle de _o 2 , gr 2 , r 2 , puis, en extrayant les 
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racines carrees et en determinant les signes de facon que } pour 
t = o 3 /?, r soient positifs et que q ait le signe de e, 



q = 



672. Pour determiner en fonction de , nous partirons de la 
relation, 6tablie par M. Darboux, 

(r^^)(i 6 r --c 




il suffit de rcmplaccr IV- 2 par sa valeur en fonction de pt, et d'ap- 
pliqncr la mlhodc de decomposition en elements simples, on 
plul^t lu sccondc formulo (Crifi), pour irouvcr 



j>( c -I- 



*. fr S 



puis, on integrant, on obtienl, apres quclques reductions faciles, 



- ii log 5-!-^= 

ft 0*l(C-l- 



En muliiplianl 1'exprcssion do ^ 2 ^ par la dorni^ro des expres- 
sion?; do R 2 , cxtrayant les racines carries ct choisissanl le signe 
dc fagon ([tic, pour = o, I'cxprcssion dc lie se rcSduisc i IX 
on a onfin 



, 



lo signe se conserve puisque le second mcmbrc rcstc coritinu et nc 
s'annulc pas. 

Colic dorni&re formnlo monlrc quc, dans le plan (II), les coor- 
donnics rcctangulaires d'un point dc 1'hcrpolodic sonl dcs fonc- 
tions univoques de , ct cc r6sultal pent, i la rigucur, dispenser 
dc rochctcher quclle dclcrmmation on doil donncr au logaritlime 
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dans Texpresslon de 0. Au reste, cette recherche Tie presente 
aucune difficulte si Ton applique la mme melhode que dans le 
pendule spherique. Pour p = 2 co^v, t = 2 to , T, on a 



cp m 
<* - i ) J 



ou 



Lorsque T varie de o a i, on en deduit 

= AT -H eic 4- s . log/(x), 
ou Ton a pose, pour abr^ger, 



et ou . log/"(x) mesure Tangle negatif dont il faut faire Lourncr 
le vectenr allant de o a S",(T>+-W -|) pour Tamener sur I'axc 
des quanliles positives. Get angle esl obtus, droit ou aigu suivajnl 
que T est inferieur, 6gal ou superieur a |; il est mil pour T= i. 
Si done on designe par @ 1 Tangle polaire du premier point de lan- 
gence J 1 de Fherpolodie avec le cercle de centre P et dc rayon 
y^ 6*, on a 

l =s I A -H i STC. 

Pour T = i , on obtiendra de mme, pour Tangle polaire O a du 
premier point de tangence J 3 de Therpolodie avec le cercle do 
centre P et de rayon y/7- a? (apr^s le point J ), 



Lorsque T varie de/z a n-f-i, n dcsignant uncnlicr posilif qucl- 
conque, on devra prendre dans Tcxpression pr<c<2dentc qui donue ( w ) 
en fonclion de T, 

: ^g/fT) = H- nm H . 10|^/(7 /l), 

^ A Om/ ^ J 'JL* ^ V /7 

ou le logarithme qui figure dans le second ternae du second mcmbrc 
est determine par ce qui pr^c^de, ptiisque T n csl compris 
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entreo et i . La symetrie de Therpolodie par rapport a PJ { ouaPJ 2 
s'etablit comme dans 1'etude de la courbe decrite par la projec- 
tion de OMsurle plan, des xy dans Fetude dti pendule spherique. 



673. II reste a determiner, en fonction de t, les angles d'Euler <l, 
6, cp qui fixent la position du triedre Qxyz^ enlraine avec le corps, 
par rapport an triedre fixe OXYZ. JNous choisirons 1'axe OZ sui- 
vant la direction fixe du vccteur qui represente le moment des 
quaii tiles de mouvement par rapport a O, et nous supposerons 
cssenticllcmentque le iriedre OXYZ a la meme disposition quele 
triedre Oxyz] les neuf cosinus directeurs des axes O#, Oy, Oz, 
par rapport aux axes OX, OY, OZ, sont suffisamment d^signes 
par le Tableau : 

y 



a, 



aux angles ^, 0, cp, cc sont les angles dont il faut,pour 1'ame- 
ucr sur lo iriedrc OXYTi, fairc lourncr le iriftclrc Ojrj's : i au- 
tourd<i OZ, i* autour d'uuo direction arhilrairetnonl ohoisie OX| 
sur riaUirHOOlion (l(^ft plans dos xy et <los XY, 3 aulour de O^; 
par (,<?s rotations successives, Ic iricVlro OXY/ occupc successive- 
nient les positions ()X f Y< Z, OXj Y a Z, Oxyz, et Ton passe d T un 
syslcstne d'axesau suivant par lea formules 

X -. 



Y tt 5^3 



j sin 

. Y $ COH() 5 sinO, 
-j arooscp 



tt sin() -H 5 cos 0, 

7 sin 9 



lV)lim!nat!on (Ic X i? Y f? Y a onlro ccs fortaulos fournitles expres- 
sions dc X, Y, Z act mojon do .r, y, 5, ct les expressions des 

cosinus dirc^ctours au niojcu clc 0, fy, cp. 

T. ct M. IV. if\ 
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Les formules de Cinemalique 

db d db d db do 



eos 



peuvent s'ecrire immediatement en envisageant la rotation repre- 
sentee par le segment OQ (rotation dont les composantes stiivant 
les axes O#, Ojj/, O^ sont/> 3 #, 7') comma resultant delacompo- 

dfy /^vrr ?9 /~\ ^^ 

sition des trois rotations -^ smvant OZ, -^ siuvant U^, ^ sui- 

vant OX 1 et en appliquanl le theoreme des projections. 

La determination de <J/, 6, cp en fonction de t revient a Finte- 
gration de ces trols equations different! ell es lin^aires ou />, #, r 
sont maintenant des fonctions connnes de t. 

674. Les projections sur O^?, OjK 3 Oz de Taxe fixe des quan- 
tites de mou^ement par rapport a O etant A/?, By, Gr, on a 



= sin sin <f = -^ 



= sin0 cos p = - = 6/62 



= cos6 = = 



on tire de la 



cette expression ne s'annule pour aucune valeur de t] sa racinc 
carr^e, devant ^tre continue, ne pout changer de signc; on dcvra 
done donner a cettc racine carr^e le signc de la valeur inilialc do 
sinO, que nous supposerons positive : on pent, en cfTel, supposcr 
toujours que Tangle 9 esl compris cntre o et-rc; il en sera alors 
toujours de m^me de Tangle 0, el Ton- aura 



lors siii 9, cos9, sin^, cosy 6tant ddtcrmin^s sans ambignYld, il 
n'y a plus qu'a determiner Tangle ^, c^est-i-direqu'a inUlgrer Tune 

des Equations dela Cinematique, OTJL loulesl connu sauf ^; il cst 
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commode de se servir de la combinaison oblenue en multipliant 
la premiere par sincp, la seconde par cos'f et en ajoutant, ce qui 

donne 

(fy ___ p sincp H- g cosy __ />sincp H- q cos 

dt -,'j sincp H- y> cos 9 p . q ' 

''-* . smo +- 4- coscp 

a T 6 

puis, en rcmplagant sincp et coscp dans le dernier membre par les 
quantit6s proportioiinclles ? |> 






[JL dt "~ ^J ' 

a 2 i 2 
les valcurs prec6dcmment trouvoes pour /?, q donnent ensuite 



d'oft J'on conclul 



|JL 

puis, on iuldgninl, cl cu supposanl quo fy soil nul pour t = <>, 



la ddLorminaiiou da logarillimodonuc liou a clcs observations ana- 
loguos a colics que Fon a dtivcloppties dans la thdorie da pcndule 
sphdriquc oL ruppel6cs ik propos dc 1'anglcO; nous nous conLentc- 
rons dVjnonccr los r<SsuItnts : 
Si Ton pose 

2T, ("--') 

f f*\ \ V ' 0) A / 

*">-.('-+>) 

\ >| / 

on aura 

- t) iAtji *> I 



cl si / ?- a/Ui) 4 H" ^7 / <!tant on tier et ^ dtanl cojmpris entrc o 
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et 2to i? on devra prendre 



i logfi(t f ) etant un nombre reel compris entre o et 27t$ si t 1 est 
compris entre o et ~, I log/* (t f ) est le double de Tangle positif 
aigu dont II faot faire tourner le vecteur qui va da point o an point 
2r, / PH " t \ pour 1'amener stir la partie positive de 1'axe des quan- 
tites purement itnaginaires; pour deux valeurs de t ! ^galement 
eloignees de <o j? les deux valeurs de ^log/(Y) ont une somine 
egale & air; si n est un nombre entier, on a 



= /IT:. 



67S. La solution peut Stre regardee comme achev^e, puisque 
les neuf cosinus s'expriment au moyen de ^ ? 9 ? cp. Hermite a 
toutefois donne pour ces neuf cosinus dirccteurs des expressions 
simples qu'il nous reste a faire connaitre. 

Calculons d 7 abord les valeurs initiales de ces cosinus, en fai- 
sant t = o dans les expressions qui donnent sin6, cos6, sin^, coso, 
on trouve 

sin 8 = i v/e 2 e$ 02 P? cos6 = 5 32 P, sin<p = i, cos<p o; 

on a ensuite, en affectant d'indices sup^rieurs o les valeurs ini- 
tiales des cosinus, et se rappelant que ^ = o ? 

J = o, aj =: i, , ag = o; PJ = cos0 , pj o, pj= 
Y?=sin0 , yg = o, yg = cos6 . 

Rappelons encore les formules de Cindmatique 



et celles qu ; on en deduit par les permutations circulates effec- 
tu^es sur les lettres a, [3, y ? permutations qui laissent invariables 
les quantits /?, </, / anssi bien que les indices i, a, 3; dans ces 
formules, comrne dans celles qui suivent, les accents indiqucut 
les d^riv^es prises par rapport i t. 
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En ulilisant ces relations, le fait Lien connu que dans le d6ler- 



minant 



7i 7* 73 



chaque element est ^gal au mineur correspondanl, et les rsultats 
d6ja acquis, on trouve sans peine 

.o \ ___ a'a -H isp 3 _ ^3^3 H- [3 3 p3"f- ^s(a 3 p3 a'j (3 3 ) 



, ff 

' 



I 



d 



En integrant en Ire les limites <> el ^, ct on se rappelant que pour 
t --.= <>, aj, H- zep 3 doit sc r(5dairc a 

i'e sin e v^<T--" ^ ?oa r, 

ce qxii determine la constanle d'inldgralion, on parvient ais^ment 
a la formule 



Kn chan^eant ^" en 
signe, on obtient 



i dans ecttc formule, cc qui change 9 de 



3 _. 



on sorlc que a 3 el (3$ sont entidremenl dcUcrmins. 
On a en suite 



20/i FONCTIONS ELLIPTIQUIS. 

et, par consequent, en tenant compte de la formule (XV* ), 



a, - * 2 = - 

1- 

De m^me 



on, en tenant compte de la formule (XV 5 ), 
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CHAPITRE II. 

PREMIERES APPLICATIONS A L'ALGKBRE ET A L'ARITHM^TIQUE. 



I. Division des periodes par un nombre entier 

676. Nous allons nous occuper da proble*me qui consiste a 
trouver, quand on se donne^ et 3 ,ou/r, les valeurs de pa p ^ ou 
sna M , ou Ton a pos6 suivanL les cas 

?,p w i -f- a <{ co j 9 /> K -h ? q i K' 

^ Pi7 , -^ ? /v/ = ^-- ? 

cu de*signant par n un cnliei* positif donn<5 et par/?, 7 dcs entiers 
({uelconques, tels toutefoisquc 2/?, ay nc soient pas Lous les deux 
divisiblcspar ;z. Ce prohleinc sc rclie au probleme de la transfor- 
mation d'une part, et, d'auire part, a la recherche des valeurs de 
p~? sn- quand on sc donnepu, snc/, c'est-i-dire au probleme 
do la division de 1'argumcnt; pour^o == /\, ff, } L= o, il est, d'ailleurs, 
idcntiquc au problime de la division de la lemniscale dont nous 
nous occtiperons plus loin. 

Le probleme ne se prdsente pas pour n == a ; il a dl(5 complete- 
menl rclsolu pour n^z.\ (n* 117, 331); nous nSunissons ici les 
formules quo Ton a obtenucs; les signes sup(Srieur et inftiricur se 
correspondent dans los deux membres d'une m&me Equation : 




en = i ., en 



r , 
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677. D'une fagongenerale, les valeurs de p a p ^ q son t raci nes d'une 
equation f(y) = o de degre - n ""' ou 7l "^~ 4 ? suivant que n est 

impair ou pair, equation q ae I 'on a appris a former auxn os 486, ..., 
460 et dont on obtient, suivant les cas, le premier membre 

en remplagant pu par js dans W /2 (w) ou dans rr^T/iOO (CIV); 

stiivant que n est impair ou pair, la premiere ou la seconde de 
ces expressions est tin polynome en pu dont les coefficients sonl 
des polynomes en tiers en - 2 , g$ a coefficients numeriques ration- 
nels. Quant a Tequation F(-s) dont les racines sonl les valours 
non nulles de sn^Op^, elle se deduit immediatement de la precd- 
dente; en regardant pour un instant K et K 7 comme des fonctions 
de T, puis en prenant co d =K, o) 3 = iK r , et, par suite, \Je\ ea = i, 



en sorte que liquation F(s) = o resulte de 1'elimination de y 
entre les deux relations 

, o = t 1-4- A*. 

on a alors 

4 4.o 

3 * t *"*""" 27 ' 

et les coefficients de 1'^quation F(-c) = o sont evidcmmcnl des 
polynomes en 7c 2 a coefficients num&riques ralionncls. 

Nous nous occuperons exclusivement, dans ce qui suit, du cas 
ouft = av -+- i est un nombre premier impair; Pequalion /"(y) = o 
est alors de degr6 (/i 2 i) = av(v+t). Puisque ses coeffi- 
cients sontrationnels en g* 2 , - 3 , clle ne change pas quand on rcm- 
place to i? CL> 3 par Q^ = aco 1 -]- (3o> 3? Q 3 =ytO| -+- StOjj, a 7 [B ? y, 3 otunl 
des entiers qui v&rifienl la relation aS Py = i : en e/Tcl., ccs sub- 
stitutions ne changent ni les quantites ^ 27 ^"3? ni la fonction jpw. 
De m^me liquation F(^) = o, de degr6 av(v+ i) en -G, nc change 

pas quand on remplace T par 3L-2, a , P,y,S dtant des enlicrs qui 
v^rifient Ja condition aS py = i , les nombres a, o <5tant en outre 

(') (XCVI) Cf. Now. Ann. de Mathe'm., 3 s<Sr., t. XIX, p. 2. 
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assujetlis a etre impairs, el les nombres [3, y etant pairs, puisque 
ces substitutions ne changent ni A" 2 , ni sn 2 ^. 

678. Appelons element un couple de nombres entiers (/?, q) 
ranges clans un ordre determine et qui ne soicnl- pas tons deux 
divisibles par n. Nous dirons que deux Elements (p, y), (//, q') 
sont indistincts lorsque les deux nombres p //, q q 1 ou les 
deux nombres p+p f 9 y + g^ 7 sont divisibles parn, en sortequel'on 
ait p(ap,ti) = p(ap r ,q'}* On observera que Ton pent tonjours rem- 
placer un element donn6 (/?, </) par un element (p r , gr') qui n'en 
soit pas distinct, ct dans lequel p 1 ', q 1 soient premiers entre eux; 
on pent mcme jmposer, en outre, a //, q r la condition de donner 
commc reslcs, pour un module quelconquc r/, premier a /?,, des 
tiombrcs e, -i\ arbilraircnicnl choisis, pourvu que Fun d'eux soit 
premier a a. )\appelons, en eflct, que la forme A# ~h B 7 oCi Act B 
sont dcs cmtiors fixes ct x un cnlier variable, pcut reprcbcnter une 
infinite do nombres premiers a un noinbre en tier quclcouquc C 
premier a A; on obticnt Pun d'onx on clioisissant x do maniere 
que l(i rcslo do la division do Ax -f- B par G soil i ou un riombre 
quelconqtie premier a C, occi pos6 ? on d<5tcrmincra deux cnticrs 
^o? I^o c l aj v6ri/ient les congruences 



tonics les solutions do ccs congruences sont do la forrnc 

X - - X -i- c^r, [A - -- jjt-o -i- fty, 

x et y (Slanl dcs entiers arbitraircs; on prcndra 

//.,TJT> H- Xo/i I- tin tit, f/' * * q -I- 



J'ua des nombrcs/? H-X /^, <y + p-o/fc osl, par hjpothcse, premier 
i f/,; suppOHona (juc cc soit p -H^o /? ' s ^ /^ n'csl pas divisible par /i ? 
p f sera premier & a/i qucl que soit^r qtic 1'on Jixera arbitraire- 
mcnt; on choisira oasuitcy de manidre quo q 1 soit premier & p' \ 
si />:: Xf A ost divisible par/?, X +X -h^^ sora premier ^ a (fuel 
quo soil ^?; on choisira x do mani&rc (jue )^i -t* ^o -+ & soil pre- 
mitsr a /* et, par suite, i an; puis, en observant que q csl cerlai- 
nemeat, dans le cas prdsenl, premier i cl qu'il en csi do m^mc 
do q 1 \ <{uel quo soiljy, on choisira y de mamrc que (f soit premier 



208 FONCTIONS ELL1PT1QUES. 

&) kf + \-t-aXi et, par consequent, a//=/z(Ai -H^o-f- #) On 
peat, par exemple, supposer// = i, #'=o(mod. 16). 

II y a av(v -4- i) elements distincts, qu'on obtient, par exeinple 
(n 458), en donnant a/> la valeur o et a# les valeurs i, a, ..., v, 
ay? Tune des valeurs i, i, ..., v et a </ les valeurs v, v-f-i, ..., 
o? . ,. 7 v I? v . Nous appellerons systeme complex le Tableau 
forme' par av(v + i) elements dislincts. 

679. En d^signant toujours par a, (3, y, S des entiers qui veri- 
fient la relation ao 3y = i, nous dirons que F^lement 



est le transform^ de r^l^tnent (/?, g) par la substitution 



Deux, elements (/?, y), (/? ; , y 7 ) transformes par une meme sub- 
stitution S donnent des elements distincts on non, suivant que 
les elements (/?, y), (//, </ ; ) sont eux-memes distincts ou non. Si 
Ton transforme tous les Elements du syst^rne complct, par la sub- 
stitution S, on reproduit le systeme complel. 

Parmi les substitutions S nous distinguerons les substitutions 

2= / a n, ou a, [3, Y, S sont des entiers qui satisfont aux condi- 

tions suivantes : aS Py est dgal a i ? ^ est pair el Ton a, ca 
outre, a = 8 si, Y= o(mod. 16). L'int^r^t d'une tellc substitu- 

tion consiste en ce que la substitution de ^ jp i T nc change ni 
), ni la fonction sn(z4|-c) ct qu'elle change K, eK. 



respectivement en aR+ ^K7, yK^ /oK^XLVII, LXXX). La 
substitution inverse d'une substitution S et le produitSi/ de deux 
substitutions (n os 146, 147) qui satisfont aux conditions prdc<5- 
dentes sont eux-m&mes des substitutions qui satisfont i ces con- 
ditions; les substitutions 2 forment uu groupe. 

680. tant donnas deux Elements distincts, on pent trouver unc 
substitution S telle que le premier 6lment, transform6 par cette 
substitution, devienne le second lmeut, on plutdt n*en soit pas 
distinct. Supposons que le premier ^l^ment soit (o, i) et soit 
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(P> #) ^ e second element; (o, i) transforme par S devient (y, 8); 
il est permis, en remplagant an besoin (/?, q) par un Element qni 
n'eii soil pas distinct, de supposer /? ? q premiers entire eux, puis 
p = o, (/ = i (mod. 1 6) ; on prendra y = />, 8 = q, puis, en desi- 
gnant par <x , J3 une solution entiere de Pequation qa. /? (3 = i, 
on devra prcndre a = a -f- X/? ? [3 = [3 -f- X<y; on choisira Ten- 
tier X de fagon que (3 soitpair; la condition yet pfl = i, qui est 
toujours vdrifiee, montre, d'ailleurs, que 1'on a a = r (mod. 16); 
Loutesles conditions impos^es pour que la substitution S soit une 
substitution S sont alors verifiees. La substitution S -i , inverse 
de S, transformerait Felement (/?, <y) en (o, i), et une nouvelle sub- 
stitution S' du m6me type transformerait 1'^l^ment (o, i) en un 
autre Element arbitraire (/> ; , <?') ; la substitution conipos^e S'S~ ! , 
qui appartieut toujours au mcme type, transformerait done 1'61<6- 
mcnt(/>, y)cn(/y, q 1 ) (). 

681. Los v olcSments (/*/?, /'7) ? ou r = j, a, ? v ? sontdistincts; 
nous dirons (ju'ils appartiennent A ?^/?^ m&me ligne. En don- 
nan I a r une valour fixe ct ft /' Ics valours i, r >. 7 . . ., y, les Ele- 
ments (/*/'/>, r/'V/) rcproduiscnt la lignc i laquellc apparticnt 



( l ) Si 1'on vent s'occuptti* tic l'cfiintion qui a pour racincs los valcars non 
nullos do B(rt ; ,^), ct no Ei los carrel do ccs valcurs, il csi ndcossairc dc modifier 
uii pen c;e qut prtSc&lo ct, on parliculKir, la dull ni lion de doux cldmcnts uxdis- 
tiuctH; doux ('iliSrncnts (/?,<7), (/>', q') soroul indiHtincts si 1'on a 

W| ('V.7> - n (//.7'^ 
c/cst-a-dirc soit 

/> f /> o (mod. '*//.)> r/ f iy o (mod. /i), 
soit 

//!/> o (mod. i>w), <t* ~\ J <l (mod. w); 

lo cas ou /), y scraienl tons deux divisiblcs par ;fc cat loujours exclu. tea der- 
aiAros congvuoncoa inonlrorit quo I'ou pout, si 1'on youc, supposer p impair. Le 
Tableau dc (Hdmcnts dislmcls conticnt alors n 8 i 4v(v H-I) ^Mmcnts, Deux 
&<5monts roslent distinct.s ou indistincts quand on les transforme par une substi- 
tution S. Kn modifiant li^gArcmnnt la demonstration du tcxte (n* (>7B), on recon- 
natl ai<Smont quo Ton pout romplacer un 4Urnenl (/>, q) par un ^IdmentO/, g') 
qui n'cn soit pas distinct, c*t pour Icquel on aura 

p f i, $' '- o (mod. 16). 

Dos lots, on voit de suite qu'il y a toujours une substitution S qui transforme 
un c'le'mant donna* en un clement doimo, pourvu, bien entendu, qu'on ne distingue 
pas les e*l4menu indistincu. 



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

Pelement (/>, #), carles valeurs absolues des restes minimums des 
nombres /v y (mod. n) sont les nombres i, 2, . .., v. Un element 
determine la ligne a laquelle ii appartient. Le Tableau (T)des ele- 
ments du systeme complet, ranges en lignes, contient 2(v4-i) 
lignes. Les elements d'une meme ligne, transformed par la substi- 
tution S, res tent les elements d'une mdme ligne. Deux elements 
{P*> #)? (Pa {?) appartiennent on non a la mme ligne, suivant 
que le determinant pq { p\q est, ou non, divisible par n\ il 
suffit evidemment de demontrer que, pq K p { q ^Lant suppose 
divisible par /z, les deux elements (/?, gr), (p it q { } apparliennent 
a la meme ligne; or, si p est divisible par tt, il en est alors de 
mmede/? i? puisque q z\>p\ ne sont pas a la fois divisibles par n~ 
on en conclut de suite que (/>, gr), (p i9 q { } appartiennent a la 
meme ligne form^e des elements (o, i), (o, 2), ..., (o, v); sip est, 
au contraire, premier n^il existe deux en tiers r, $ tels que Ton 
ait/^ =pr H-n5, et 1'on aura 

o (mod. ?j); 



d'ou Pon conclut que q { qr est divisible par n, comme p { /?/, 
et que les elements (jo, ^), (p {J q^ appartiennent done a la 
meme ligne. 

682. II existe une substitution S qui transforme dctix lignos 
diff^rentes, arbitrairement choisies dans le Tableau (T) en deux 
lignes differentes, cboisies elles-m^mes arbitrairement. En vcrtndu 
raisonnement employ 6 a la fin du n 680, il sufQra de ddmonlrcr 
la proposition en parlant des deux lignes 

(0, I), (0,2), ..., (0,V), 
(1,0), (2,0), ..., (V, O), 

qui deviennent, si Ton en transforme les elements par la substi- 
tution S, 



(a, (3), (a >a p) f ..., (va,vp); 

nous voulons que ces deux lignes coincident respeclivcmcnt avec 
celles qui contiennent les elements (p, g}, (r, s). 

Ayant choisi /?, q premiers entre eux tels que Pon ait p rso, 
g= i (mod. 16), nousprenons d'abord y =/?, 3 =g; nous dcvons 
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prendre ensuite a = Xr -h an, ft = \s -+- &/i, en designanl par a, 
6, 1 des enliers, de maniere a verifier d'abord la condition 

^a p$= i, 
qai cnLraine 

(#r ps) X -+- n(qa /?&) = i , 

<7/ v /?s esl premier a n, puisque les deux ^Idments (/?, gr), (/*, 5) 
apparticnncnl a deux lignes dislmctes; on pexil done determiner 
les entiers X, [j. tels que Ton ait 



pals, les enliers/?, q dlaut premiers cntre eux, determiner les en- 
liers a, b de facjon quc Ton ait 



Si <7 07 6 soni une solution de cette tSqualiou, on prendra 



x otaut un ontier (jiKi Poa choisira <le faQon, que (3 soil pair, oc qui 
OH I loujoiirs possible, puisque nq cst imptur; alors, a cause de la 
relation ay (i/> = i 5 on aura a -.-i (mod. t6). 

0815. Cos considerations arithm(Uiquos vont noxm fournir des 
rcnscipiiomcuts prciciouK sur les Equations (fuo vdriHonl Ics quan- 
litos sn*(r/ />s ^) 7 j>(^^). Nous ruisonnerons sur la premiere; les 
raisonnK^ncnLs ho siiuplifient pour la socoudo, en oo scnsqu'on n'a 
pas licsoin <lo Icnir coiuplc dos conditions impos<ies i a ; p 7 y, $ 
on clohors do lu relation ao fiy ="- J 

Fixons tin corps ( j ) Q, forincj uu moyon d'cUdmcnts nutncriqucs 
quclconqucs ct do la fonclion f (T) ol. cousi<l(^ron un Equation 
f(s) " o, cnliorc en 5, donl ls coofficienLs appurtienncnt au 



( 1 ) (Fa cwps, ou tttwiatnti de ratiwiatUd> ot un ensemble do nrunl>ros, con- 
stun m ou variable, tola tjun, si diuix eloincnts (i^ui'cnt <lans ccl ensemble, lu 
yoiniri<' 7 hi produit, lo (piolionl do ccs d<;ux cl^raciiU y fi^urcint aussi, Tou.s les 
ration neln Hgurent danit un corps quelcon<{uc* On pourra, si Ton vo^ll^ 
quc l<s orp fl campretul ficmtamont tou les noinhruH ralionnels ct 
los foaeiloas ratioauellcs do <p(t) a coefficients numdriqucs raticmncla* 
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corps Q, et qui soil verifiee quand on j remplace z par 



ou /?, y sonl deux entiers donnes, non divisibles tons deux 
par n'j il faut entendre par la que la fonclion analytique de T, 
/[sn 2 (#p jy ), o], ou -r entre dans a, dans sn, dans K eL dans K', est 
idenliquement nulle. Si, dans cette fonclion, on remplace T par 

y "*" T , ou = t * ) est line subslilulion qui salisfail aux con- 

a-HpT \Y o/ ^ 

dilions pr&nsees plus haul (n 679), <p ne change pas, non plus que 
la fonclion sn u qui resle la mme fonclion de z/, cl a p ^ q esl rem- 
place par a p >^> en designanl par (p r , g r ) le transform^ par S de 
Telemenl (/?, #); on voil done quc/[sn 2 (<ay^'), <p] esl lonjours 
nul. Cornme (/?', ^ r ) peul coincider avec n'imporle quel elcmcnl 
du sysleme complel, on voil que Fequalion f(z, cp)= o, du mo- 
menlqu'eile admel pour racine une des valeurs de sn 2 (a^ j<7 ), les 
admel toules. 

Soil mainlenanl F(jg?) = o l'6qualion m^me que 1'on a ap]>ris a 
former au n 677 el qui a pour racines les valeurs non nulles de 
sn 2 (a p ,q}\ ses coefficients apparliennenl au corps Q. II esl im- 
possible que F(s) admelleun diviseur enlier en & donl les coeffi- 
cient apparliennenl au corps flL Si Ton avail, en eflel, unc iden- 
de la forme 



ou fi (^), f^(^}' i seraienl de lels diviseurs, cliacun dc ccs 
poljnornes deviendrail une fonclion analylique univoquc dc T, 
quand on j remplacerail s par sn 2 (^ >7 ) ; leur produil F(s) olanl 
nul idenliquemenl, 1'un d'eivx, t /\ (.zr), par excmple, serai L aussi 
idenliquemenl nul; il admellrail done la racine $n 2 # yv/ (d, par 
suite, loutes les 2 v (v -h i) racines 'de F(u); il scrail done idcn- 
lique a F(x?) a un facteur conslanl pros apparlcnanl au corps tt; 
liquation F(^) = o esl done irrdduciiblo dans le corps Q ( { ). 



(*) Si 1'on consid^re 1'dqualion F(#? 3 ) = o, oblenue en rcmpla^anl js par 
cl qui a pour racmes les valours non nulles de sna , on rcconnatl de 
en lUiixsanl les rcmarques conlcnucs dans la note du n 080, qu'ellc csL 
Uble dans le m6mo corps. 
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684. Geci pose, envisageons une fonction symctrique rationnelle 
S (z { , 2 , . . ., v ) de v variables ^,, ^ 2 , . . ., ,s v dontles coefficients 
appartiennent an corps & \ remplacons-y pour r = i, 2, . . ., v la 
variable z r par la fonction rationnelle (*) de sn 2 u qu'est sn 2 r&, 
puis sn 2 w par } ct designons par R(s) Ja fonction de s ainsi 
oblcnnc. Cetle fonction R(s) prend la meme valeur quand on y 
rcraplace z par Tune quclconque des v valeurs de 



c'esL-a-dire par 1'unc quclconque des v racincs de F(^) = o qui 
correspondent aux Elements d'une memo ligne du systcme com- 
plct ; Tcxprcssion 



) ou 
cst e"gale a 

ou 



puisqnc Ics tiombrcs /*/?, ^'"/^y -*? v/y> sonL congrus (mod. /i) 
aux nomhrcs di/>, dz a/>, ..., 'Jzv/>, (fuc Ics noiubrcs /-</, f */v/, ... ; 
vr<7 sont congrus (mod. /?) aux. nombros ib <y 3 i ii^, ..,, v</, 
ct quo la fonclion S cst une function syiu(5trique dc scs (Moments. 
La fonction Ii(-s) ? quand on y remplacc z par los av(v 4- i) ra- 
cincs dc 1^(^)7 n ' osL <1<>nc susceptible quo de M(V -|- i) ^^ n -|- i v^a- 
Icurs an plus; nous aliens monLrcrqu'clIc en a cxaclcmcuL n -h i } 
i iirioiim do so rc'uluirc a un 616nioiU do Q. 
Suj>posons, en cfTct, quc Ton ail 



/>, </), (/>', 7') appartionnont s\ douK ligncs 
(listinclcs; ou roinplagaut t par"--jr-> oft i=jr^ a ^j apparlicnl 
an typo tl^fini plus hant (n (J7{)), ot cm dcSsignant par (/> g\ ), 
(/''n </'<) ' cs U*ttnsform(S5 par S dos (Moments (/?, <y), (//, </), on 
anrait oncoro 



, oowmo Ics cements (p { , q\ ), (f)\*>rf { ) pouvonl apparlcnir 
^ fonction ralionii(ill nont den fonclions eutiiVes, a 



coefiiciontH 
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a telle ligne qae Ton voudra (n 682), il en resulterait que la fonc- 
tionR(s) ne saurait pi^endre deux valeurs distinctes pour deux 
racines de Pequation F(s) = o, quel que soit le choix que nous 
fassions deces deux racines; la valeur unique de R(s) serait done 
un element de Q. 

Si nous ecartons ce cas, on pent done dire que par la transfor- 
mation y = R(s), Tequation F (s) = o se reduit necessairement 
a une equation G(y) = o de degrc (n -+- i), dont les coefficients 
appartiennent an corps 0; elle est irreductible dans ce corps; elle 
a pour racines les (/i-t- i) valeurs rojjKu --.,y/* que prend R(s) 
quand on j remplace s par sn a Op^ et (/?, g) par /in- i elements 
appartenant aux n -+- 1 lignes distinctes du systeme complet; cha- 
cune des racines correspond a une ligne de ce systeme complet. 

Si y s est xine de ces racines, les deux equations 



ont v racines communes, a savoir les v racines x;<^, -S2,j? --? ^v,j dc 
F(s) = o qui correspondent a la m^me ligne que ^5 c ^ s v racines 
d^pendront d'une equation g(z ; j>) = o, que Ton oblicndra en chcr- 
chantle plus grand commun diviseur de F(JS) etde R(s) J^, en 
sorteque les coefficients de g(%] ys}^ cnvisagde comme une fonc- 
tionde ^, sont des fonctions ratioanelles de y s et dcs elements du 
corps Q; en d'aulres lermes, ces coefficients appartienneut au 
corps &s form^ en adjoignant y $ au corps Q. 

Dans ce corps Q,, liquation en 5, f(z ; y 3 } = o, cst, d'aillcurs, 
resoluble par radicaux ; il est aise de voir qu'cllc appartienl momc 
au type le plus simple des equations resolublcs par radicaux, car 
elle est cy clique. En effel, si A est une racine primitive du aombrc 
premier n, ies valeurs absolucs dcs restes minimums (rnod./i) 
des nombres X, X 2 , . . ., ^X v sont les nornbres i, a, . . -, v rang<5s 
dans un certain ordre; de plus, X v+l est congru a X. II riisullc do 
la que chaque ^l(ment d'une ligac s'obtient en multipliant les 
deux termes de Plment prc6dcnt par X, ct qu'on rcproduil le 
premier ^Idment en multipliant le dernier par X. Si done on rc- 
presente, pour un instant, par 9(sn 2 i*) la fonclion ratio nnelltf 
de sn 2 u qxi'est sn 2 (Xw), fonction dont les coefficients sont dcs 
fonctions entires de <P(T) a coefficients numeriqucs ratiunncls, 
on voit que les racines 5, , 2 , - , ^v dc liquation ff(s, y s } -^ o 
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peuvent 6tre rangees dans un ordre tel que Ton ait 



c'est le caractere des equations cycliques. 

Observons encore qxie si y ? = R'(s) est une autre fonction de 
formed comme R(-s) Pa ete, et si Ton d^signe par y' Q , y\, . . . , y' tl 
les valeurs de y' = R A (^) qui correspondent respeclivement aux 
melnes lignes du systeme complet que les valeurs y Q , y { , . . ., y tl 
de y = R(s), il exisle une relation de la forme 



oil W designe nnc fonction rationnelle de y s dont les coefficients 
appartienncnt an corps Q,?; en effct, 1'expression B.'(^) conserve 
la mfimc valcury^ pour toutcs les racincs ^, 549 , 5 3vf , . . ., s v s dc 1'e- 

; =.- v 

quation en 5, ^(5,^ = 0; ct JT ^ = ~ ^ I^(-/v) cst evidcmment 



une fonclion rationnelle (dans 11) dcs coefficients dc Vcquation 
ff(z,.rt), c'csl-iWIirc 



685. Dos n'ifiultats tout parcils conccrncnl I'^qnaiJOn/"^) ~~= o 
dont Ics racincs son I les valours dc Jp^/v/? an ^cu du corps Q on 
considorera loulcfois un corps Q' formcJ an moycn d'dldmcnts nu- 
mdriquos ([uclconqucs ct dos quantil/ss ^ a , ^ n , 

Ij'<jquation f(y] ~ ~ <> cjsl irr<Jductiblc dans le corps Of, Unc 
fonction symotriquo (ou inline cycliquc) clcs quan tiles pap,q re- 
latives a tine in<irnc lignc cl dont Ics coefficients apparlicrment an 
corps 1^, cst rocino d'unci Equation dc dogr<5 /A-+-I, dont Ics coeffi- 
cients appartierment t\ cc corps, otcottc <5<|tiation cst irr<5duoliblc 
dans cc corps si Ics valeurs dc la fonction symtHriquc (on cy- 
cliquc) considkh'dc clxangcnt quand on passe d'unc lignc & I'aulrc. 
Ton le aulrc fonction symcHriquc (ou cycli(|uc) dcs mfimcs qtian- 
tit<5s j)/>,^ qui garde la m^mc valour pour Jos dltfmcnts d'unc 
rnfinio ligriCj ct dont Ics coefficients apparlienncnl an corps (J/, cst 
alors fonction rationnelle dc la premiere. 

Uuc racinc dc I'dqualion, irriductiblc dc dcgr<5 (n -+- 1) corres- 
pond & une Hgno du systdmc complet d'rtl<5ments ct Ics pi vn- 

aTJ 

lours dc y>a P rf pour Ics elcimenls dc ccttc ligno sont racines d'unc 
T. OL M. IV* i5 
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equation de degre n T dont les coefficients appartiennent au 

2 

corps Qj obtenu en adjoignant cette racine &. Q! . Dans le corps Q^, 
1' equation de degr6 *-"~- T est irreductible. 

686. Parmi les fonctions symetriqties des quantites pa p , q rela- 
tives a line m&me ligne, qu'il convient d'employer, la somme 
P Spa p ^ q se presente d'autant plus naturellement qu'elle figure 
deja dans les forniules de transformation (XXI). II resterait, il est 
vrai, a prouver, pour pouvoir af firmer que P verifie une equation 
irreductible de degre n -+-1, que P change de valeur quand on 
passe d*une ligne a 1'autre; dans les cas partictiliers oil n =3, 5, 
que nous examinerons plus loin, I'irr^duclibilile' dc Tequation 
en P 3 du quatri^me oudu sixieme degr^ ? apparatt toutefois direc- 
tement sxir 1'^quation m^me et le changenient des valeurs de P 
quand on passe d'une ligne a 1'autre en resxille. 

M. Kiepert a rnonlr qne, pour 7^ >> 3, la fonclion 

R = 

ouv = ^ ; etait particuli^rement avantageuse. On reconnait 
de suite qu'elle est une fonction symetrique rationnelle des v quan- 
tites p(r&p : y)<> P uls< J. ne P(^ ra p-q} est une fonction rationnelle 
de ^ 2 ; ^35 P( ra p^}-i en sorte q 110 R peut ^tre mis sous la forme 



Ffp (/,,)], 

1 

F d^signant une fonction ralionnellc de f>(rap, q ) ( { ). 



(*) R peut 6tre mis sous une forme inl<5ressanic que le Iccleur retrourcra sans 
peine en reprena^nt les formules des n 08 372, 373 (voir V Errata}. On a, en conti- 
nuant & designer : par v, el en 6crivant R au lieu 



Au moyen des formulas (VI A ) eL en partant de la derni6rc expression dc 
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II. Equations modulaires. 

687. Considerons d'abord les deux fonclions doublement p^rio- 
diquesp(w] CD*, co 3 ) et p (it > o) a j, ou n esl un nombre pre- 
mier impair donn^. La formule (XXL<) permel d'exprimer la se- 
conde de ces deux fonclions an moyen d'une fonction rationnelle 
de la premiere; les coefficients de cetle fonclion ralionnelle de 
p(u\& { , co 3 ) ou p(; ^Ta, ^3) dependent des quanlitds p^^,o 
En ddveloppanl les deux membres de celte <$galile suivanl les 
puissances de u el en cgalant les coefficients de M a el de z^ 3 , on 
oblicnl imm^diatcmcnl les expressions des invariants G 2 , Gs de 

la fonclion p f//. 9 ca ; jj an moyen de #2, * et des somracs 



n '>/'<!)} ^ /rv ^/ % fO] , . , 

p" -- ., > jy(tv) ---- j slj c [ ans ccs expressions, oa rcmplacc 

r I r - 1 

les dorivocs de p par Icurs valeurs (XCVlf) en fonclion des puis- 
sances de p, on a 



(I) 



H Go 

r^ i 
/i I 

r 1 



on Irouvc sans rlif(icuU^ } en suppoaanl n - - 1 
od I' on a pos<i 



/ 1 

on parliculicr 




Cos (Jiv^raftH trunsforrnationa rclsulLcnl sans pcinc des formulcs (XXXT 4 ), 
(XXXVy,(XXXVUI u ), (LI 3 ),(nn 2 ); on rnppollo qu'toi p, q cl<Ssignciu des onliftts 
qui nc onl pn Lous deux divisiblea par n. Pour plus <Jc d^Lailn, volr 
Journal da Crelto, t, H7, p. tQ9J L 05, p. aiB. 
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comme les fonclions symetriques des quantites p ^^ sont des 

V 

fonctions rationnelles de Pane d'eiles, P, 2 P ^f ~ P ar 



example, onvoilque G 2 ,G 3 sont des fonctions rationnelles de 
P t (a coefficients entiers); en d'autres termes, G 2 , G 3 appartiennent 
au corps Q' t obtenu en adjoignant P! an corps Q'; ou encore, ii 
existe deux equations algebriques, a coefficients entiers entre G>, 

Gm gi, 3- 

Si, entre ces deux equations et les deux equations (XXXVII 8 ), 
qui expriment qtie J(/IT), J(T) sont respectivement des fonctions 
rationnelles a coefficients entiers de G 2 , G 3 cl de g%, 3 , on eli- 
mine Go? G 3 et g^, par exemple, on obtient une equation alge- 
brique a coefficients entiers, entre J,(/?T) et J(T); dans cette equa- 
tion ne pent figurer ,g- 3 , car si Ton change o^, o) 3 en Xco^, Xto d ou X 
designe un nombre quelconqne, T ne change pas, tandis quc g% se 
change en V~ c gv II existe done aussi (XXXVTI 8 ) nne equation 
algebrique, a coefficients entiers enlre A* 2 (/IT) el A J (T). 



On peut encore reconnattre 1'existence d'une equation 
entre y/ = \/^"( T ) et S/^ \/^( /iT ) en s'appuyant sur les rcsultats 
etablis au n S84, de maniere a obtenir quelques renseignemcnts 
de plus. 

Supposons form^e liquation irr^ductible F(5)=o, dc degrc'i 
2v(v + i), qui a pour racines les valeurs non nulles dc sn 2 a^ 7</ ; 
les coefficients de cette Equation apparliennent au corps Q forme 
paries nombres ralionnels et les fonctions rationnelles a coeffi- 
cients entiers de CP(T) yVc. Supposons aussi formec liquation 
G(j/)= o de degr6 2 vn~ ^ dont on a 6tabli 1'cxisLence au n 684 cl 
qui a pour racines les di verses valeurs d'une fonction sym^triquc 
de celles des racines de liquation F(^) = o qui corrcsponclcril 
aux lmenls (/?, q) d'une m6me ligne; si les coefficients dc la 
fonction symtrique appartiennent au corps 1), il en est dc m6me 
des coefficientsdupolynomeG(^).Enfin, supposons formic liqua- 
tion g(s~ 3 y) = o, da degr^ven xr, qui, lorsqu'on y remplaccy par 
une des racines de 1'^qualion G(y) = o, a pour racines les valeurs 
de sn 2 Op 5 correspondant 4 la mme lignc d'^l^menls (p,q} quo 
la racine de Tequation G( i y) = o; les coefficients dc 1'cxpres- 
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sion g(z\y}, envisagee comme un polynome en y et s, appar- 
tiennent aussi au corps Q. 

Ceci pose, reporlons-nous a la formule (LXXXVI 3 ) qui peut 
s'ecrire 

**>-<*- w ff :;;; 

7'=1 

siy Q est la racine de liquation G(y)= o qai correspond alaligne 
(i, o), (2, o), . . ., (v, o) du systeme compleL d'eldments (p, q}, le 
second membre, qui est evidemment tine fonction symelriqtie de 
sn 2 (<7 l7<) ), sn a (flj a?0 ), --, sn-(<7 v , )j c'est-a-dirc unc fonction sy- 
mdtrique dcs racines de Fequalion en z, ^( 3 >.?'o) == : ? s'expri- 
mera an moyen d'une fonclion ralionnclle H(jKo) dej^ , donl les 
coefficients apparlicnnent au corps Q; il en sera done de mme da 
premier mcmbre O S (/?T) on y/7. 

Si, mainLcnanl, dans I'equalion G(y) = o, de dcgr6 av + a 
en y^ on fail la transformation w = R ( ( 7 / ") 9 on oblicndra unc 6qua- 
l.ion on w, dc dc^r6 i^v H- 4 >. = /? H- i, dont los coefficients appar- 
licnnent au jn6me corps 1), ct quc vdrific \/l; celtc equation pout 
6trc form6c, en suivautJa methodc pr<5c6dcnte, par dcs calculs 
fuircmonl alg^briqucs; nous en doancrons des cxemples pour 
n rrs 3 ct n, = 5. Getle 6(|iiation csl dilc Equation jnodul&ire. On 
<5lcnd d'aillcxirs ce nom a d'autres Equations analogues* 

Obsorvons quc le memc raisonncmcnt s'appliquc mot pourmol 
a la <[uantiti5 

M 



do r<5quation. (LXXXV1) ; on formera ainsi V Equation an mul~ 
liplicatGiir, cntro M ct <p(^)j Equation qui sera encore du dcgro 

*>,v h '>. ^^ // -|- 1 on M* 

680. On pout sc placer, pourd(5finir 1'dquation modulairc (^), i 
un point dc vuo tout autro ? d'ofi nous allous voir quc la fonction 



(') (if. M. KIUUHK, Theoric d<*r Doppeltperiodhchan Functions.,., t. l f 
j>* ao3 ta Huivantcs, to Iccleur qui vouclra pousscr plus avant l'6Luflc dcs Fonc- 
tions clliptiqucH fi I'MgAbrc pourru coastilier le troiaieme Volumo dan Fonctions 
dc ilAUtiKN, ct surtotttlea Mllipti$che Functioned dc M, 1J. WKBKR. 
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^(/IT) elle-m^me est racine d'une equation algebrique, de degre 
71 -f- i ? dont les coefficients sont des poljnomes en y(^). 

Si TO est une solution de 1'equation (T) =po? ou <p est donne, 
toutes les solutions de cette equation sont des transformees 
lineaires ~-^r de T O rentrant dans le type i du Tableau (XX ), 
el pour lesquelles on a 

78 H- o a 1 = (mod. 16), 

comme il resulte du theoreme du n 525 concernant les solutions 
de liquation 

?H^) = ^(^) = ?i 

et de la formule (XLVI 15 cas i) qui se rapporte a la fonction o. 
Toutes les valeurs de la fonction <P(/IT) sont done de la forme 

? ^aV g^ ' ^ a ' P T? ^ d^signent des eniiers ^verifiant les con- 
ditions prcdenles ; il est bien aise de voir que ces valeurs sont an 
n ombre de /i ~h i. 

1 Si p est divisible par /?, on a 




en effet, les nombres a, ^ , /iy ? 3 verifient les conditions impo- 
sees; d'abord leur determinant est egal a i ; puis la condition 
yo-f-o 2 i === o (mod. 16), supposant 8 impair, impliquc y -EH o 
(mod. 8); en ajoutanl membre membre les deux congruences 

(n i)y8===o, y3 -+ o 2 i === o (mod. 16), 
on trouve 

/iy.o -h-osiso (mod. cG). 

a Si p n'est pas divisible par n, on pent determiner cinq 
nombres entiers a, 6, c, d, ? tels que Ton ait 

^Q ^ 



et cela quel que soil T n . II faut pour cela que les nombres a, (3, 
/zy, ^Ssoientproportionnels &7ia 6g, 6, nc <:/, rf, etcomm( 
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le determinant des quatre premiers nombres est egal a. ;i, ainsi 
que celui des quatre derniers, le facteur de proportionnalite ne 
pent 6tre que i ; supposons qu'il soit -HI, ce qui ne restreint 
pas la generalite dela solution, et cherchons a satisfaire aux. Equa- 
tions 

na b j= a, b = p, nc d=7iy, ^ = /i3; 

on en tire 

b = p, d = n o, c = Y -t- 8i /*# = a -h pf ; 

il siiffit ^videmment de determiner de maniere que a-f-(3|; soit 
divisible par /i, ce qui est possible, puisque (3 est premier a n\ rien 
n'emp^che meme d'imposer a la condition d'etre divisible par 
im entier quelconque^ premier a n, par excmple d'etre divi- 
sible par 16; #, 6, c y d, \ 6tant ainsi ddtcrmin^s, et a, d ^tant 
impairs, b, c pairs-, comme il r6sulte des expressions memes de ccs 
quatre nombres an moyen de a, [i, y, o, ^, on a 



(^ 



d'aillcurs, cv/-l-^ i = (y + 3S)/iS -+-/& 12 o 2 i, si Ton sup- 
pose ? divisible par iC, est congru (mod. 16) 3i /iyS -f- /i 2 3 2 i, 
ct, par consequent, puisque y8 + 8 a i est divisible par 16, & 
a j^ S a j cl, pur suite, t\ /i 2 i ; on a done 



690. Lcs divcrscs valours de cp(/iT) scront done les valours 
dis line lest do 



Ton obticndra, par cxemplc, en donnant 4 X les valeurs o, i, 
i>, 7 . . ., n -t. On, reconoatl, d'aillcurs, trt^s aisdment que les 
valours ainsi oblcaucs sonl cflcclivement distmctes, sauf pour des 
valeurs spdciales dcT . 

II ost clair, par ce qui prdc&lc, que la substitution a TO d'une 
valeur clo T lollo qu'on ait P(T)= p(r ) n'en petit alltsrer Ten- 
somblo. Lcs foaelions syna<Hriques 6l<5mcnlaires dc ccs(A-+-i fl ) va- 
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leurs seront done des fonctions algebriques de o = O(T O ) qui ne 
sont susceptibles que d'une seule valeur, quand on se donne y , 
c'est-a-dire des fonctions rationnelles de <p a coefficients nume- 
riques. II existe done une equation algebrique R((P, u) = o, en- 
ti&re, a coefficients numeriques, entre PP = (TIT) et u= ?(T), de 
degre n + 1 en w. On voit de suite qu'une telle equation, ne de- 
vant pas changer par une substitution lineaire qui n'altere pascp(Tr), 
est irreductible dans un corps forme de nombres et de fonctions 
rationnelles de <p(^) a coefficients numeriques quelconques; nous 
la supposons debarrassee de tout facteur ne contenant que u; elle 
admet les racines 

P=( ifT 11 /IZZi^V (X = oi, a> . ,/*-n. 



etant v^rifieeidentiquement, on voit ? en y changeant T en /IT, que 

T fJin. 1 "] 

Tequation R [_( i) 8 Wi wj = o est verifi^e en mcmc temps 
que liquation R((V, w)==o, qui, ainsi, ne change pas quand on 

n*l 

change w en ( i) 8 ;^ et u en OP; d'autre part, Je changemcnt 
de T en T 4- 2 (XLV 9 ) montre que 1'^quation R( J , u) = o ne doit 

I 77 

pas changer quand on y remplace u par i*u ct w par i a (V, Ou voit 
ainsi, en particulier, qu'en regardant u et CP comme du premier 
degre, liquation R(w, w) = o est aussi bien du degrd n-f- i en / 
qu'en (p, qu'aucun terme du polynome R(w^, u) ne pcut 6trc do 
dimension impaire, qu'aucun de ces termes ne peut non plus con- 
tenir une seule des deux variables >, u i une puissance qui no soit 
pas un multiple de 4 

691. Ces remarques permettent de r^duirc notablement le 
nombre des coefficients numdriqucs de ce polynome, qu'il rcstc & 
determiner. Pour cela, on pourra remplacer, dans le pojynomc ^crit 
avec des coefficients ind^termin^s, w = cp (/IT) et u = P(T) par les 

d^veloppements en tiers en q* que Ton d^duit imm^diatement des 
formules (XXXVllI,) ; on ^galera ensuite a z^ro les coefficients des 
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diverses puissances deg^. Sauf lefacteur y/2, qui disparait a cause 
de la parite des termes de R(w, 11), ces coefficients sont entiers; 
on aura done, pour determiner les coefficients de R(w, u), a 
rsoudre des Equations du premier degr6 a coefficients entiers; 
les solutions seront des nombres rationnels, ou m6me, si Ton 
veut, entiers. Les coefficients de Pequation R(c*>, u) = o, consi- 
der^e comma tine equation en w>, appartierment done au corps Q. 

692. On ecrit habituellement cette equation Inequation mo- 



dulaire proprement dite, en y remplaQant tv par ( i) 
clle a alors pour racines 



n* -l 

8 






(X = 0, r, a, ..., n i). 



A l'6quation R((v, it") = o qui relic les deux fonctions *v = cp(/n?) 
et;/==f(T) correspond unc equation toutc scmblablc reliant les 
deux fonctions (r= '^(t) cl e^^= 'li(nT)* Si, en cffct, dans 1'dqua- 
lion 



(|ui cst vc?rifi(5c idcntiqucnicnt on tj on remplacc T par , cllc 
dcvicnt 



JjC mfimc mode dc ruisonnemcnt pcrmct dc prouvcr Tcxistcncc 
d'anc <5<iuatJon alg6briquc i coefficients entiers, cntrc J(;*T) ct 
J(T) qui, qxiaiul on rcgardc J(T) commc denude, a pour racines 



r-.o, i, a, ,.., n i): 



ellc cst du dcgr6n-)-i par rapport Si chacunc des quantit<5s J(nT), 
J(T); cllc cst irrdductiblc dans le corps formd par Jcs nombres 
rationnels. 

II convicnt d'insister, ciifm, snr cc quo les formulcs (LVJIi) 
d(j Schrolcr pcrmettcnt d'obtcnir directcment des Equations mo- 
dulaircs pour chaquc nombrc premier impair donn<5 //; nous on 
domxerons des oxemplcs pour/? = 3 ct n ~ 5, 
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Hi. Problfeme de la transformation. 

693. Le probleme de la transformation pour des fonctions clou- 
blement periodiques quelconques &(u),W(u) d'une meme va- 
riable u consisle a rechercher la dependance dans ]aquelle doivent 
se trouver les couples de periodes primitives de *(*) el de W(w) 
pour que ces deux fonctions soient liees par une relation alge- 
brique* Ce probleme se rarnene immediatement a celui de la 
transformation pour la fonction pu, puisque 4>(<;|<i>i, oj 3 ) et 
p(u | o><, u> 3 ), d'une part, W(u\&i, 3) et t p(# |&, 3 o s ), d'autrepart, 
sont li^es par une relation algebrique. Si p(u\<&n o) 3 ) et 
p(it\ a l? Q 3 ) sont lines' par une relation algebrique 



on voit aisement, en 1'envisageant comme une identit6 en u, el 
en y remplaganl u par w augmente d'un multiple entier quel- 
conque n\ de 2co i3 que Ton a aussi 



Puisqu'une Equation alg-ebnque ne peut avoir qu'un nombre fini 
de racines, cette relation envisagee comme une dquation en 



permet, puisqu'elle est verifide quel que soit 1'entier n^ , d'afiSrrncr 
que parmi les multiples (entiers) de atoj il j en a certainemenl 
qui sont congrus a o, mo dulls 2Q f , a^ 3 ; on verrait de mfimc que 
parmi les multiples (entiers) de 2o) 3 ilyen a cerlaincmcnl quisoiit 
congrns a o,modulzs aa^a^*; en sorte que, pour que deux fonc- 
lions pu puissent ^tre transform^es Pune dans 1'auLre, il faut n<5- 
cessairement qu'il existe cinq entiers pi, a, &, c, d (que Ton pent 
toujours supposer sans diviseur commun), Lels que 1'on ail 



Soit 6 le plus grand commun diviseur des quatre entiers a, b, c, d\ 
nous savons, par la th^orie des substitutions (n 133), que 1'on 
peut determiner des couples (oj' t? w' 3 ), (a' n ftj) rcspcctivcmcnt 
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equivalents a (ci) 1? w 3 ), (a f , 3)* et tels que Ton ait 

ad be ^ _, 
' 



Si 1'on d^signe par v le plus grand commun diviseur de |JL et do 
^ > et par m, n les quotients de ces deux entiers par v, on 
peut d'ailleurs mettre ces relations sous la forme 

/;? eo'j = n o ti'i , w v o>', = o U' ti ; 

m, ;i aussi bien que /??, 3 el que v, S sont premiers relatifs. 
De ces relations on dednit que Ton a 



to', to', \ / Q' t ii; \ 

1 , -^ ) = p ( tt ~L , 1 ) , 
/io o / J \ /;i /nvy 

d'ou, a cause du lh<5orcmc de I'homog<5n6itc, 



mais p(8w) cst uuc fonction ralionnclle dc p(^) formic avcc les 
m^mcs pdriodcs; le numOralour cst du dcgrc 8 a , to d<5nominatcur 
d'un dcgr6 inf<Srieur u S 2 ; en appliquant les formulcs (XXI 4 ) et 

(GUI/,), on voit d'aillcurs que J>(^ ? w* j cst unc fonclion ra- 

tionnellc de j>(^ | to^, o)!,), c'cst-a-dirc dc p(u \ co o to 3 ), donl le 
num<h*alcur cst du dcgr6 //, le dtfnommateur du dcgrc n i; 






> <) cst done unc fonction ralionnclle dc 



(lont le riumratcur csl du dcgr<5 //3 a , le d6nominatcur d'ua dcgrcS 

cst unc fonction ralion- 



ncllc d(5 j)(w|fli, ^) dont lo num<5rateur cst du dcgrcS m 2 v, Ic 
ddnominatcur d'un dcgnS iofdricur & m a v. Ainsi deux fonclions 
j)(e/ 1 0)1,0)3), J>("|fii^) no pcuvcnt <itrc licScs par unc relational- 
g(5bri(|uc quc si ellcs sont aussi lidcs par unc relation dc la forme 



oi II ct lt< sent des fonctions rationnoJlcs dont les numdratcurs 
sonl do dogr<5$ rcspcctivcment dgaux i\ /i8 a , /n a v ct dont les ddno- 
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minateurs sont de degre's inferieurs a no-, m 2 v; /?i, n, 3, v sont 
des entiers qui doivent verifier la condition que m, n d'une part, 
m^ o d'autre part, el enfin v, 3 soient premiers relatifs. II n'est pas 
difficile de montrer que ces entiers sont les monies de quelquc 
facon que Ton choisisse les periodes 2co' 1? 2o/ 3 ou 2^, 2&' 3 equi- 
valentes a aco i3 2o> 3 ou 2& i? 2^3. 

On reserve le nom de transformation primitive a celles qui cor- 
respondent au cas ou m = 3 = s = i ; n est le degre de la trans- 
formation primitive. Ce qui precede met en evidence que toute 
transformation peut s'obtenir au moyen de transformations pri- 
mitives. On voit aussi comment les equations modulaires corres- 
pondant a une transformation quelconque dependent des Equa- 
tions modulaires correspondant a une transformation primitive, 
dont nous avons parle* au II. 



IV. Division des p6riodes par 3. Equations modulaires 

correspondantes. 

694. Nous avons forme (CIV 2j3 ), et explicitement au bas du 
Tableau de formules (CIV), 1'equation W^(u) = o qui, par la 
substitution y = pu, prend la forme 



3 y = o, 



et dont les quatre x-acines sont p ^ , P~**> J3^~^^-- Si, cntrc 

<j \f 

cetle equation et 1'equalion (XGV1), 



qui suppose \l&i e a = r , on dlimine y, on obticnl inim(5diato- 
menl T^quation F(s) = o, dont les quatrc racincs sont sn a V^; 
sn a ~-> sn 2 - ==~ -- En tenant compte des relations (XCV1) 
(n419), 

ff* = 5 (A- - /^ ~h i), #3 ^ (/; -f. 
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on parvient aisement a 1'equation 

Fte) = **s* -- 6/r2~2 -H 40 -h A*) * 3 = o. 
Par la substitution z = kz, cette equation se transforme en 

(0 (z i) = 4(i pz-t-z), 

ou 



Jes racines de celte equation sont les carres des valeurs que prend 
la fonclion Elfp, T J deKronccker (LXXV^lorsqu'onyremplacey 

I T I 1 T 

par - -? - 
1 i ' 



On peat deduire directement liquation (i) de l'egalil<5 



qul a inanilesLcmcnl lieu pour n = 3 ; en posant z = A sn L> a />j<7 et 
tenant comptc de la formulc dc duplication (LXXKV^, on a, en 
offct, 



en supprimant le facteur r/ on retombc sur l'<5qnation (i). 



60f). 8! Ton (Icisigne par X| '** racinc de I'equalion (i)([ui eorrcs- 
pond a l'6l<unent (i, o) 7 on a d'ailleurs (LXXXVI a ) 

. , K 

OH* -;.- , 

p(3t) /? - (//0 s ~-i - ?*(*) T Ir ; 

dl).*- I-A/'io 

tj 

il suffvl d'eliininer /^ culrc cctte Equation el liquation (i), dans 
laquollo on a rcmplacri Z par X^oj pour obtcnir nno <5<iuation 
onlro tp a (3T) el <f a (T)5 Pdqnalion 



ft laquclle on parvient ainsi, cnlrattic imm6diatcment la relation 
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puisque les premiers termes des developpements des deux mem- 
bres (XXXVIII,) suivant les puissances de g* sont egaux (iis sont 
tous deux egau\ a H- 4</ 2 )* E n posant 

it = <p(<r; ; p = o(3T), 
on obtient Tequation modulaire proprement dite (pour ?i = 3) 

696. On va verifier que cette equation (2) se deduit aussi de 
Tequation (i) par une transformation ralionnelle. On a, en effet, 



y/7 __ (/: Z)(T A 2) _ i pzH-z' (i 
" " "" ~ 



la derniere egalit^ resultant de Pequation (i); on en conclul, en 
extrajant les racines carrees, 

cp(3r) _ i . 7.2 

<p3(T) "" 2(1 AZ/ 

car il esl bien ais^ de voir que le second membre de ccLic egalile 
doit, comme le premier, lre posilif pour dc grandes valeurs po- 
sitives de - On n'a plus qu'a faire la transformation 



en reuaplagant dans (i), i z 2 par a(i A"Z)JK> en romarquanl 
que le second membre pent s'^crire (i /cz)/i j t Zjensup- 
primant le facteur i kz qui, en verlu de (i), ne peul s'annuler 
que si A" 2 = i, on trouve 



I'^limination de z ? entre cetto expression de y 2 cl colle qui cst 
fournie par la transformation ralionnelle elle-mfime, donne enfin 



r = o, 



et, en posant Ar= u*, y=i^~ 9 on relrouvc liquation modu 
laire (2) entre W = P(T) et p = ?(3T). 
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697. On a d'ailleurs aussi 

(Tj^CS-u) = [i ? 8 (-O][i <?s(3-)] 

= (J u*) (i ?B) = [(i M*) (n- v'< ) J [(i P* ) (r 4- 

= (l-f-r'' M* ,,'. <V')(l-h 2/5 v \ _tt*pl) 

= ( I ZA 5 P* -f- 2 ZP 2 M 8 P 3 ) ( f W v P'< 2 Zf P -+- 2 i 3 f' 3 ) 



on en deduil immcdiatemcnl, en exLrayanl la racine qnatri&me, 
la relation 

<? 2 (t) O2(3t) -+- ^ 2 (T) ^ 2 (3T) = T. 

ou encore 

V/r/ H- i/Fl' = r , 

c'esl sous cello forme quc Lego ml re (Fonctions ellipliques y I. I, 
p. a3o) a donnc le premier l'<5qualiou modulaire pour n = 3. 

698. Plac.ons-nous mainlcjnanl an point dc vue du n 69J, el 
proposons-nous d'dilahlir clireclcmenl I'equalion modulaire cnlre 
^r=p(T) ol <v cp(3T). On sail qu'cllc osl da qnairiimc dcgr<$ 
en ^v, tin qualri6mo dcgr<5 en w, qu'aucun dc scs lermcs ne peal 
6lre de dimension impaire en (v el u } qu'aucan de ses icrtncs ne 
pout conlcnir w ou u s<Mil, a urie puissance qui ne soil un mul- 
tiple de 4; die csl done ntJccssairemenl cle la forme 



(rt, {/;' 4- 
-1 - ( u r/ ' ( -I- 

Si Ton idenlific celte Equation avcc Ics deux dqualions qnc Pon 
obticnl en y rcmpluQanl^ cl f tineparl, <P par w, tc par w, d'autre 

parl, u par *//, fr [>ar '%v ? on voil quc : 
ou bien 

ft, t ^ a -. b;i -^ r- C$ sr= r/ t ss: O Cl /? -f- /, = O ; 

ou bien 

a% ta /;,i r-s r*o t ^/i -a ^', t>\ ff a r/a - r t j =-a o ; 

la promiftre alternative csl scale possible, car dans la sccondc li- 
quation modulaire ricscraitpas irr<5ductiblc; liquation modulaire 
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est done necessairement de la forme 

a,^(w'* u'*) -+- b\ w 3 fv 3 H- ^a zew = o. 

Sij dans le premier membre de cette equation, on remplace 
u = <P(T), OP = ?(3T) par leurs developpernents (XXXVIII t ) 5 on 

I 3 

obtient, en egalant a zero les coefficients de <f et de # 2 , les rela- 
tions 

2 #4. t/ 3 = O, hi H- C? tl = O, 

en sorte que liquation cherch^e est 

W v W 4 2 Z^ 3 W 3 -+- 2 it CV = O. 

Pour w= V) on retombe sur liquation (2). 

699 Cette m&me equation (2) se deduit aussi de la formulc 
(LVIIIj) et c'est pent-6tre par celte voie que Ton apergoit le 
mieux la source commune d'ou ddcoulcnt toutes les equations 
modulaires (* ). 

Si nous faisons, dans celte formule, a= i ? (3 = 3 et, d'unc part, 
a?=j, y = |, d'aulre part, x = ~,y= |, puis que nous ajou- 
tions les deux relations ainsi obtenues, il viendra 



Sil'on transforme le premier membre de cette <5galit6, en appli- 
qnantla formule (XL<), il se presente sous la forme 



quel que soit T ? on a d'ailleurs (XXXIV) 



l'egalit pr^c^dente peut done s'^crirc 



(') Voir Journal de Llouville, 2* s5r., t. Ill, p. 260 j 1868. 
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Cette equation, dans laquelle on peul supposer 7 remplace 
par -, est manifestement identique a 1'equation modulaire (2). 

700. Observons en passant que 1'on obtient, par le mme pro- 
cede, des equations analogues enposant dans laformule (LVIIIj), 
ecrite pour a = i , (3 = 3, au lieu de 

*=i> y=* i> et a? = |, r = f 

soil 

sc = '2 T: -h -|-, j- = 2T , el a? = aT-Hv, ^ = tiT f, 

soit 

3? = /[ T H- ! , ,7 = 41; -J-, Ct J?= 41:^.4, J^sa^T J; 

on parvienL aJnsi aux relations 

3r3(o|T}3r J ( T [ST) 2r a (o |T)^( T|3T), 



701. L'equation au jnultiplicateurs'oblienten dliininanl z cntre 
les deux Equations 

MzCi //-; r-: X' z, z 7 * G/ 2 H- 4px 3 =o. 
(jes Equations sont c5quivalenLes aux deux Equations 

A a hlix-t- C-o, A'^-f-B'xH-G'ssso, 
oCi 

A--M-I i, B -= 3/;Ma 0/M A', *- 3M 2 -4- .i/^M n- M, 
A' A-IM, U'-ilVlH-i, O'n A-; 

l'('([uaLioa au inulliplicaleur est done 

i f It'G); 



en divisant les deux membros par (A ta i) 2 , et rcSdnisant, 
prejrui la fonuo 

*-H 8(1 a/,'* )Mf-i- fiM t o. 



L'<3qualion /'(y) ~ = <> dans laquolle so Iransforine I'ri 
0(^)r - -r o par la substitution y = j)// (n 604) (Hunt du qua- 
(I og re's ou t y, est resolubhi par raUicaux ; II en est dc mfime 
T. GL M. IV, i 
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de liquation F(s) = o. En general, ces equations ne sont pas abe- 
liennes. 

702. Dans le cas ou ^ 2 et g$ sont reels, il n'est pas difficile 
d'ecrire explicitement les valeurs des quatre racines de requa- 
lion f(y) = o dans laquelle se transforme Tequation \T (J ( w) = o 
par la substitution y = pu. 

Convenons de designer par e la racine cubique imaginaire do 
Tunite dont ['argument est ^ on ~y suivant que le discriminant 



est negatif on positif; par F la racine cubique r^elle de 1 
par #, &, c les quantites 



par y/a la racine positive de a; par y/6 7 \fc les racines de 6 et de c 
dont la partie r^elle est positive; il est ais6 de voir quc y/6, \/e 
sont imaginaires conjugu^es et que le coefficient dc / dans la 
partie purement imaginaire de \/b est positif. On a alors 



20)i r- u i- t0 3 --ti /- /r /- 

J) -y 1 = / + V b -+- /<^7 P ^-3 - ' = / V ^ -I- /<?, 

20) 3 / /7 ;- O.C0 3 90^ /- /7 /- 

p-~ = v/a-/*"l/^ P ^> - ^^ v/ + ^-/- 

L^ordre dans lequel on a <?galc les quatre racines dc Fcqua- 

// \ i aw! 'Ao>> vut>3<HOi , r . 

tion /(/) = o aux nombres ( p -,;-? p-r;-; j) =- - - csl d(Hcr* 

<J \.t 

min6 par la condition que j)~ soit r<Sel ct positif, J)~^ r<Sol 

J vJ 

/ ,f 2 0)3 2 CO i . . aO)t ''0)-i * 

et negatif; p - - i s'cxpnmc au nmojcn dc j) -,-> j) - - ct du 
produit p'-y^' J^ ^p; par les formulcs (FaJdilion. 
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V. Division des periodes par 5. Equation modulaire 

correspondante. 

703. A\i lieu de former direclement liquation X F^ = o el liqua- 
tion f(y] = o ? du douzieme degre en y^ qui en resulle par la 
substitution y = p u, equation qui a pour racines les douze valeurs 

que pent prendre Fcxpression po p ^ q pour a p)f/ = 2 ^ >c 1 ^^^^ 

nous formerons les Equations du sixi6me etdu second degr6 dont 
sa solution depend. 
Soicnt 

p = P (/,?) + P(a/*,7)* Q = P(/' 

En posant y ( p(^/>//) 9 on pent dcrirc (CT11 7 ) 



ot cette (Squalion, si 1'on rcgardc I* commc <5gal 



cst aussi Lien v<Srifi<So par p(a /)?<7 ) quc par p(aa^,^), puisque I'on a 



Ic poljnomo 

(y* -I- 1 



doit done 6l,ro divisible pary 12 \*y -t- Q; en ocrivant qu'il en csL 
ainsi, on ohlionl los deux Equations 



'oi\ Ton dc'jduit 



CoLLo <5qunlion cst irr<5ductil)Ic dans Ic corps Q form<5 par les 
forxctious ralionncllos <lc ^ 2 A''u & coefficients exiliers, i)uis<fiic cu 
la rcisolvanl, \n\r exemplc, coinine uue Equation du second 
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en 3 , la quantite sous le radical n ? est pas un carre parfait. 11 suit 
de laqueles six valeurs de p(a p , q } 4- J>(aOp,f) sont distinctes ('). 
P etant determine par cette Equation, on determinera y par 
Tequation 

(4) j 2 PrH-^p(P 3 H-|^ 2 PH-^3) = o. 

On voit que toutes les fonctions symetriques enti&res de 
p(a p , g ), p(2Ctp,q}<) dont les coefficients appartiennent a Q, seront 
des fonctions rationnelles de P dans le meme corps. 

En eliminant P entre les Equations (3) et (4), on obtiendrait 
I 1 Equation du douzieme degre f(y) = o, ayant pour racines les 
douze valeurs que pent prendre p&p,q pour n = 5, equation que 
nous avons vile d'ecrire, 

704. II n'y a aucune difficulte a former de mme 1'cquation. du 
sixi&nae degre qui admet pour racine la quantite R introduilc par 
M. Kiepert. On a, en efiet, pour n = 5, 



( l ) Faisons en passant sur la forme de 1'equalion en r quclques observations 
qui s ; 6tendcnt aisement aux Equations analogues pour n premier impair. 

Le coefficient de la plus haute puissance dc P est num<5riquc el le& autrcs coef- 
ficients sont enuers en g^ g z \ cela pouvait ^ti^c prevu, car ce caractere, conimo 
on Fa vu au n 457 T apparLient au polynomc en y que I 'on deduit de M r rt (M) 
quand on y rcmplacc pw par y; i\ appartiendra done aussi^ en vcriu de la 
the^orie des fonctions symetriques, a liquation S(z) = o, ayant pour racines Je.s 

sommes de - racmes de ('equation en y ct a tous le^ diviseurs cnlicrs en ^, 

gv gz <I UI nc son ^ P as divisibles par un polynome en g^ g^ or le premier 
membre de liquation en r esi un Lei diviseur, puisquc &cs racines soul cerlaincs 

sommes dc 7^- racines de I'c'quaUon en y. 

D'auire part, le polynome en p cst une fonciion homogdne dc r, ^ a , g s quand 
on regarde ces quantity's comme du premier, du second, du troisi/imc dcgrd; 
cela pouvait aussi ctrc pr6vu par liquation d'liomogdne'iuS ( VHI a )* 

Ges remarqucs montrcnt quo, pour former liquation en P, on n'u i\ dotertninor 
que des coefficients numeriques; en particuhcr, il Cbt certain que le terme on l >rt 
manque toujours dans liquation ea P. 
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il suffit done d'eliminer P entre les deux equations 



P* - 5^ 2 P* - 40 3 P=> - Bffl P 2 - 8 frfr P - Sffl = 5 

ou encore entre les deux equations quileur sont equivalentes 



^ 2 1^2 =o; 
on trouve ainsi, sans aucune peine, I'equation 



25 1 -4-27^1) = o, 
Oil 



et Ton obtient, en passant 3 1'expression que voici de Pen fonclion 
ralionnelle de R, 



705. Pour n = 3, les dquations modulaircs cnlrc *2,^3 ? 2 , G 3 
so deduisaicnl imm6diaLemcnl dcs Equations (i) du n 087, 
puisque pour n = 3, v cst (%al a T, cl quc ; par suite, ou a sim- 
plcmenl 



r- 1 



Pour n r= 5, il faul fairc sublr t\ ccs Equations unc l<5gere transfor- 
tualion. Puisque p ^~> p -~ sont racincs dc l'<5quation (/{), on a 
d'abord 

P T 

on ca d<5duit 

pip. H pt^p|-.:j 
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en remplacant ces somines par leurs valeurs dans les equations (i) 
du n 687, on a ensuite 



= o, 



les deux equations cherche*es sont le resullat de Telimination de P 4 
entre les deux equations (3) et (5). 

On observera que les deux equations (5) sont lineaires aussi 
bien en G 23 G 3 qu'en g*>, g 3 . Si on les re*sout par rapport & g^ g* 
et que, en y remplagant P< par P, Ton porte ces valeurs dans 
Tequation (3), on obtiendra une Equation du sixieme degre* en P 
dont les coefficients seront des polynomes en G^, G 3 a coefficients 
entiers, et que devra verifier P 4 . Cette Equation, jointe a liqua- 
tion (3) et aux Equations (5), montre bien nettement comment les 
elements de Tun des couples (^ 2 , g 3 ), (G 2 , G 3 ) dependent alge- 
briquement de 1'autre, les 6l6ments de Fun des couples taut sus- 
ceptibles de six valeurs quand on se donne Fautre couple* 11 
convient de remarquer que si Ton connait deux couples corres- 
pondants(^ 2 j "3)? (G 2 , G 3 ), la valeur correspondante de P^ racinc 
commune ax deux equations (4), s'obtient rationnellemcnt au 
moyen de g^ ^ 3 , G 2 , G 3 . 



706. Passons a 1'equation du douzieme degre" qui donne les va- 
leurs de sn a Op 7 f, ou 



Le systeme complet des elements est, par exemplc, 

(o, O, (i, o), (i, i), (j, 2), (j, 3), Cr, ,f), 
(o, a), (2,0), (2,2), (2,4), (a, 0), (2,8), 

ou Ton a mis 1'un sous 1'autre les elements qui appartiennenl 
une m^me ligue. 
Si Ton pose 

p = A-H-I, 



. y = k* sn 2 a p} <j sn 2 2 a /j)7 , 
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on aura, en vertu des formules d'addition. 



a?* 



aulre c6le, on voil de suite que Ton a 



cL Ton a la Ie moycn de former une equation quo devront vdri- 
fier Louies los valours de /csn 2 <7^ j!7 ; comme Liquation ainsi ob- 
lenue osl du douziemc dcgre, on esL sur que c'esl 1'equation 
chcrcln'c , elle se irouvera mise sous une forme qui nous sera 
commode. 

Si Von pose, pour abrdgcr, 

5 = rr 2 
Ct 

A -^ 3 4p C -hG* **, B = 3xj r ' . 

ceLLc <S(|uaLion sera 
(i) /(a) 

La fonction A* a sn 2 (^ }<7 ) sn-(i>-^ )<7 ), i^alionnclle en /rsn 2 (^^), 
ne change pas de valciirquand onyremplace /csn a (<7 7 >^) par Tune 
on Taulrc des raciaes qui eorrespondenl aux <5lemenls d'une m6me 
lignc vcrlicule. Si done, dans liquation y(s) = o, on fait la Iraris- 
formaiioo 



on devru ohloriir une <5qualion du sixiAmo degr<S en t ;r, cl Ics deux 
racincH 5 qni coiTcspondcnt & une rnfinie racine y dc cellc dqua- 
lion doivcnl pouvoir s'oblenir par une <5qualiou du second d^gr^; 
c'csl cci que 1'on va verifier. 

707 Rcgardons dans cc qui suit y eommc mis simplemeni 
pour abrdgcr Si la place do la fraction rationnelle ,en z qui con- 
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stitue le second membre de 1'^quation (2); resolvons cette equa- 
tion par rapport a p et substitnons la valeur ainsi trouveedansA 
el dans B; on trouvera sans peine 

B = (i z*)*(y i); 
puis, en reniplacant aussi dans (i), 

{ -i^^:=^^ 

D'autre part, on a identiquement en y, z, p, 

f 
3 



dans le premier membre, la quantity entre crocliels est mille en 
vertu de la definition (2) de y^ on a done les deux 6galit6s 



(4) 



qui peuvent ^tre regardees comme dcs idenlites en z si Ton se 
reporte a la definition (2) dej^j dans Jes deux seconds mcmbrcs, 
z n'entre explicitement que par la combinaison ; ^- , z ue pcut 

done 6tre une racine dey(^) sans que la valeur de ^ ^ qui an- 
nule le second membre de la seconde galit6 n'annulc aussi Ic 
second membre de la premiere, c'cst-a-dire sans que Ton ail 

(5) eCr) = *6p 2 ,r (n~4r r 2 ) 2 (5 a^-hj*; = o. 

R^ciproquement, si 1'on prend pour y une racine de cello equa- 
tion, pour z une racine de liquation du second dcgr<5 en s, 

(6) 

le second membre de la premiere <5galil<$ (/[) sera mil [cornmc on 
]e voit en ^liminant p entrc (5) ct (6)], en sorle que 

H- JK 2 
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sera nul; mais alors, en vertu de Tidentite (3) dont le second 
membre est nul a cause de (6), on aura, puisque j' n'est pas nul, 



= o, 



c'est-a-dire que y satisfcra bien a sa definition (2); des lors, les 
identites (4) ont lieu, en sorte que /(*) est nul a cause de (6). 
Nous avons done d^montreque Ton oblient les racines de/(,s) en 
resolvanl Fequalion (5) du sixieme degr6 en^, puis liquation (6) 
da second degre en s. 

70S. Si Ton considere une fonclion sym^trique de deux racines 
de liquation. /"() = o qui correspondent aux, deux deznenLs d'une 
mcmc Hgne cl, par sailc, a ane meme racine y de (JK) = o, elle 
s'cxprimcra ralionnelloment au mojen de la sommc eL du produit 
des racines de liquation (0), c'esl-a-dirc en fonclion de la ra- 
cine y consideree ; celle fonction symetrique depcndra done d'une 
(kjualion du sixionic clcgr<i. TcJ esl Je cas, par excmple, pour 1' ex- 
pression (LXXXVt,), 



4/7 _ 



o aK ,4^ 

en 2 -r- cu 2 - 



/ / ic 

on supposant qucy soil A a sn s -^-su a les deux racines de l'<5- 

ciua lion ((>) scronl k sn 2 - ,~ , k sn a -', et lour sommc sera - r^~ ,", 
i \ / 5 !> i-*-$y y* 

on en (Ukluil 



/ 
V// __ 




on rcinplficanl,, duns Ic second membre, p par A- + j_i eLcn snppri 
mant on haul el en bus Ic fucicur y i , on Lrouvc sans peinc 



ou 

r_ r s -3 

e) ' 'i -H y 
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en eliminant y en Ire (y) o et Tequalion qui definit T, on ob- 
tient sans difficulte 1'equation en 3", puis 1'equation en \/l. 

709. Si 1'on veut former Tequation qui a pour racines <p(5?T), 
on constatera d'abord, comme dans le eas de n = 3 7 que 



est une fonction rationnelle de JK On a, en effet, 



(p s Cr s 



3jK)J' 2 

en remplacant, dans le numerateur, p 2 y par la valeur Lirce dc Tc- 
qtiation (y) = o, on trouve, aprfes des reductions faciles, 



16 



Cr r)"1 2 
3j^) J J 



en extrayant les racines carrees et en choisissant le signe de ma- 
nifere que le second membre soit, comme T, positif pour de grandcs 
valeurs positives de ~i on obtient 



<p(T) 4 ^_H 
Ceci pose, on a a ^liminer y entre les deux dquations 



en remplagant JK par i X, on est ramen<5 1 6li miner X entrc les 
equations 

i) = o, 
.4; = 0? 



ou Ton a <crii, ponr abr^ger, (/, au lieu de A" i; la premiere dc 
ces deux Equations se simplifie en ajoutant le premier membre 
de la seconde multipli< par X 2 2X5 on est alors ramen< i <5li- 
miner X entre deux Equations du quatrifeme 



- |Ji == o, 
4 (/cT i)X*-+- 4 jjtTX 8 jj,T o. 
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En. appliquaal la metlxode de Bezout eten combinant les lignes 
et les colonnes de maniere a simplifier le determinant du qua- 
trieme ordre anquelelle conduit, onparvient aisement a tin deter- 
minant du quatrieme ordre dontsept elements sur seize sontnuls, 
et que Ton n'a done aucune peine a developper; on Irouve ainsi, 
en supprimant des facteurs p et (i -+- 2 ) 3 

_ A-T6 + 4/:2 TS 5T*-i- 5#T* 4T -t- A- = o. 

En posanl <p(5T) = <>, cp(ir) =: &, done T = -- ? on trouve 
finalement ( 1 ) 



On parviendrail a la mcmc dquation en suivant la m^thode 
appliquec au n 698 pour n = 3. 

A r 1 
710. On pent mcttrc ccLLe equation sous la forme ^ = ,-? en 

posanl 

A w*--h 6ap* H-C*, B =BS /{^^(^-hP 9 , C = i *P*, D as p* ?e 4 ; 



on pen I done aussi la mcllrc sons la forme 



A -f (J _ C H- D 
AB '"^-I)' 



ou 

A -h B :^ 

A. IJ 



C D r~(t-HW*)(l-~ P). 

C'csl la forme quo Lcgcndrc lui a donn<$e. Dans s 
tMctntaux Fonctions etliptiquvS) p. 76, il<5lablH,cn effcl, liqua- 
tion 



Do Pdqxtalion niodulairc oblemie au n 709 on ddduit aisdment 



( l ) JAOOBI, Fundamenta; O&uvres, u I, p. 
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la relation 



4 w p 

M 6_ P 6_ H 5^2 

x 



d'apres une remarque faite au n 692, on a done aussi 



Si 1'on divise ces deux relations, membre it membre, et que Ton 
tienne compte des 

9 8 (T)-4-^ 8 

on obtient la relation 



d'ou, en extrayant la racine sixi&me/Ies deux membres eLclioisis- 
sant les determinations par la consideration des developpcmenls 
suivant les puissances de q (XXXVIIli), 



C'est la forme mme donnde par Jacobi t\ I'dqualion modulairo 
au 30 de ses Fundamenta ( i ), savoir : 



(v/7c - 



o. 



711. Dans laformule (LVIII 4 ) posons a== i 5 (3 = 5, ct prcnons 
d'une part x = ^y L y d'autrc part x = f , y = J ; ajoulons les 
deuxformulesainsi obtenucs; Lransformons, commedans lecasde 
/i = 3 ? par la formule (XL, ), les produits dc 2r qui figurent dans 

C 1 ) CEuvres, t. I, p. ia5. 
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le premier membre, en sommes de r; enfin, exprimons les Br de 
1'argument , | ou | par les 3 1 de 1 'argument o ; nous obtiendrons 
ainsi la relation 



De mme ? prenons dans la meme formule ecrite pour a = i, 
P = 5, d'une part x = \>y = 5 d'autre part x = f, .7 = ' ; 
ajoutons les deux formule s ainsi obtenues; reduisons an moyen 
dc la formule (XL 4 ), et nous aurons la relation 



iOT| 

T-v T 5TJ 17 T I 

Four j? = -- ^ y = -- dune part, et # -- -4- -? 
a ^ '^ L ' >. a 

r^: iZ r cVaulrc part, on parvicnt de memo u la relation 



Land is quo pour #r = s f-? y = J |- d'unc part, ct x = - ( h-* 

)a; 



)a; -- d'autro part, on obtient la relation 
t> t>4 i ? 



Cos (|ualro relations, dcduitos toutos Icsquatro de lamfimc for- 
mulcs (LVIIIi) pour a = i, p : -5, vonl nous fouruir ais^mcot 
IVu]uaLion nuxlulairc pour/* = i>. Nousavons <5tabli (u 08 699, 700), 
pour |A TO 0, i, ? la relation 



d'ofi I'on ddduil, en changcant T en ST, la relation 



mulliplions cos dcitK relations mombrc ?i membre ct par q^*;* 
si dans I'dgalltcS aiuai obUuxuc on doaue a jxles valours o ? i, , on 
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obtlent irois relations que nous ajouterons membre a membre; 
nous parviendrons ainsi a la relation 



fA=0 



dans laquelle fignrent prcisemenl les qualre sommes, de trois 
termes chacune, que nous venons d'exprimer au moyen d'un pro- 
duilde deux fonctions 2f(o); si Ton remplace ces quairc sommes 
par leurs valeurs, on obtient la relation 



T)] ^ (o| aT)2r 4 (o | IOT); 

il suffit d'appliquer les formulcs de transformation (XLV1I), 
(XLV1II) pour n = 2 , pour apercevoir I'identit6 de cette relation ( * ) 
avec liquation modulaire proprement dite pour n = 5. 



( l ) La m6me formule (LVIIIi) fournit un proc6cl6 lr6s rapulo pour parvonir 
& 1'unc des formes de liquation rnodulairc pour n = 7. Frcnons, <\ (^ct ollct, 
duns cette formule a = i, p = 7 et d'unc parL a? = -J, ^ =- J, d'aulro part ,r = ;', 
y?=z J, et ajoutons les deux formules ainsi obLenues. H6duisons le promuir 
membre par la formule (XL^) appliqu<Sc & chacune des quairc functions r c|iii y 
figurenL; on aura 



-f-2gr 1G 2r 3 (4T|8T) Sr.,( 28 flSG-c.) 

. bisons aussi dans la m6mc formule (LVUtj), ecnte pour a=si, p -a 7, d'ane 
pan a? = o, y = o, d ; auirc part & .- J, y =- J, ajoutons, rcjduisons le premier 
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VI. Division d'une boucle de lemniscate en 3, 4 
on 5 parties egales. 

712. Le probleme de la division d'une boucle de lemniscate en 
parties Egales se ramene immddiatement a la recherche des valeurs 

de jo ( - to.,, o>,jj dans le cas particulier ou les invariants 2 , g^ 

sont respectivement egaux a 4 6t o. Si Ton prend le demi-axe a 
de la lemniscate pour unite de longueur, ]a longueur d'une boucle 
de lemniscate est, en efTet (11 649), egaie a r=. 2K ou ao>i pour 
ff% = /f, $ = o, en sorle que la longueur / s de la n liim * parti c 

mcmbrc par la formulc (XLj); nous aurons 



-I- a</ lb iarj 

Kn ajoutant mombrc A nicmhrc les dcu\ formuics ainsi obtcuucb cL rompla- 
oant cnsuilc T pat' y > nous ohtcnons la relation clicrchcc 



Kn tenant comptc <lcs formuics (XXXVII) <m pout l 

i -h /A \ji -h s/r /r * 4 v/^n^T v/^r/' ^~"A J v /i ^~- 

Kn olcvant au carr<S les deux mombres do octt relation, on on dduil ais^mcui 
la relation 



si Ton ex Ink it la rucune CULT^C ft si Poa d^tcrtriind le signo on (U'vcloppant los 
deux rncmbroA Hiiivunl los puifl^anccs do t/ 9 au rnoycn dc forrruilcs (\\XVIIl), 
on voit <juo le oair< ; d(\ I'oxprcaflion 9(1?) 9(7^) * + (*) <J>( 7 < c) osi <'^a) A i; c<u 
oxproHAion ollo-nuhtio <st done auBsi <Sgalo ^ r, romrne on le voit, en observant 
<ju, d'ttpr^s I fonuuU8 (XXXVUC), cll so r^duit i\ -i- 1 pour tj o. 
LVquation moduluiro ainsi obionuc 



sc prdttentc sous tmo forme parti c.uluU'cmont (U^ganlo* Compares! Jwtrnttl de Liou- 
vllto, asdp,, U ill, p. aO'i; i HAH. 
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de la boucle, comptee a partir du point double de la lemniscate, 
est egale a *; les valeurs r^ciproques p des carres des distances 
du point double aux (n i) points de division sont done donn^es 

. . j 2/iWi , 

par les (71 i) expressions que prend p = p pour fi = i, 

a, ..., n i. 

Pour n = 2, il n'y a pas de probleine ; pour n = 4? on a imme- 
diatemenl(n 676) 



U> 2 I CO 3 Z tO i 

=-.! 9 p - - - 

2 /2 -* 



Pour /z = 3, on deduit de meme des formules (n 702) 



a= o, b = 
d'ou 



en sorte que Ton a 



D=4, r=-a, =- 





Ces memes T^sullals se lisenL, d'aiOeurs, ais<5mcnl sur I'cqua- 
(jK) = o que Ton dddtiit de la relation x F 3 (w) = o par la 
substitution JK = pw ; cettc equation se rcduit, cu cllct, pour 
g* = 4? gs = o, a liquation bicarrec 3y 4 6y 2 i = o. 

Pour n = 5, Tdquation dti sixifime degi'i en P sc rdduil a 

?* aoP r So l >2 = o; 

elle admel done la racinc double P = o ct les qualrc racincs 

simples P=yio 4-6^/5 ou cliaciui des radicaux a deux d<Her- 
minalions. A la valour p = o correspondent les deux valours 

Q T T" , racines dc la sccondc dqualion (>-) du u703, pour 
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2=4? g") = o. Aux quatre racines simples P correspondent 
deux valeurs de Q donnees par la relation Q =lp^-j-l 2 -j-^S". 
Les douze valeurs de pa p , q seront done les douze valeurs que 
prenncntles expressions 



5- 



v/5 



quand on donne aux radicaux qui y figrirenl leurs deux determi- 
nations. 

Ces formules meilcni en Evidence ce fail que la division d'unc 
bouclc de lemniscale en 3, 4 on 5 parties dgales peutSire cfTectuec 
<}. I' aide de la regie ct du compas settlement. Lout comme la divi- 
sion dc la circoufercnce du cercle 'en 3, 4 on 5 parties egales. Cc 
paralleKsme entre les dcuxproblcmcs sc poursuil, d'aillcnrs, pour 
tous les nombrcs premiers impairs /?, cl c'csl u lui que Gauss fait 
allusion an dcbuL dc la scptiomc Section dcs Disquisitiones aritk- 
inetica*. 

713. 11 n'csl pcul-fitrc pas inxttilc de fa ire observer quo, pour 
drfduiro los nitirncs rcsukats dc I'dcpialion <")(y) -~ o [equation (f>) 

du n 707], on ncsaurait ]>rendrc pour A' 2 la valour ^ c * = f- 

1 ^i ^ >. 

irouvric au niO; pour passer do I'^qnalion en pit a Pdqnalion 
on sn 2 //, on a, on <s/r<sl, au n'> 77, appliqnd la lormulc (XCVI), 
qui suppose ossonliollonionL y/r, i* = r, on sorlc que dans Tc- 
<|iialion ( w )(^) = o Jti valour do A* est lice a colics do ff* = 4,^,i =s= o 
par los relations 



qui sonl v<Sri(icScs pour /^-f. i -. r o, A,-* >, - - <>, muis aon pour 



l^our /'.^= (?, on a p r=<>, cl l'( ; qtiaLion f)(y) = o osl resoluble par 
radicaux; cllc se clcconi|)osc on 

i 1- f\y ~y* -- o, 5 V.JK -n/ 9 rs o, 

en florto^uc y CHI, soil do lu forme i* -f- y/5\ oil do la forme 
t . j jCS doux quanliu:s 4-^/5 sonl racines doubles de 
*' * <>; pour cos valours rdqualion (0) (hi 11 707 clovlent tme 
T. cl M . IV. , 7 
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identite; les quatre racines de Feqaation 

/ is ~2 \ 2 j- 

r T ~) ~-rCr 2 --2jKH~ 5) = o, ou jK^a-f-i/S, 

sont d'ailleurs racines de Feqnation /(*) =o; on obtient ainsi 
liuit racines de f(z) > savo * r 



5 = -j(\/3o-M4 y/5-f- \Ai2H-io v/5), 

ou chaque radical a deux determinations. Les deux quantites 
i -f~ 2 y/ i sont racines simples de (JK) = o, et les valeurs cor- 



respondantes de z sonl yi + 2 \/ i ; on a done qualre atitres 
racines de liquation du donzieme degre f(^ = o. 

Pour verifier que ces douze racines fournissent les memcs 
solutions que les douze valeurs dey = pap^ dcriles plus haul, il 

suffit de se rappeler qne pa = 7-^- et, par consequent, de verifier 
que Ton a 



- ___ / 
V i H- a v/ i y 



(\/io -+- G /5 4- \/a -+- 2 v/5) (\/i4 v/5 3o v/io v/5 aa) = if , 
ce qui n^offre aucune difficult^. 

714. Pour fixer celles des douze racines qui sont <galcs & p ^~ ; 

p ^ij p ^?~> p ^ > il suffit d'obscrvcr qu'cn parcourant dans lc 
*) <j >j 

sens direct le rectangle dont Ics sommets sont les points o, o) 47 
to< + to 3? (Oa, o, on rencontre succcssivcmcnt les points o, ^> 






4^i 4^3 ^^3 . 1 

^~-, co,, . . ., w 3 , -iy^, i, o, ct quo, comme dans cc parcours 
pu yarie de +00 oo par valeurs d6croissantes, on a 



on voit amsi que 

s * a)| ^ ""*"" c 4^1 _ 6 - c 4a> 8 _ 4-0 
t^a ? P T~ "" T^T ; J> ~"""*'tia 7 
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en posant, pour abreger, 



a 



Les hull autres racines sont imaginaires , on peut les discerner 
aisement les unes des aulres en tenant compLe des valeurs des 
quatrc racines que nous venons d'ecrire, et en appliquantle tho- 
rftme d'addition. 



VII. Division de 1'argnment. 

715. Le probleme de la division de 1' argument pour un nombre 
enlior n consiste, pour la fonction j>w, a calculer p (-; g%, g%\ 

q u and on sc domic p(it', u, #3). Ge probleme a ete entiercment 
rosolu pour // - - i>, par la formxilc (XVI i); il nc depend que d'6- 
(juationsdu second dcgr6. IL suflirait, pour le roboudrc dans toute 
su g6noralite, de le r6soudre complc'jlcmcnt pour /i premier impair; 
nous nous atlachcrons au eas ou n = 5 ; la marclic a suivre esL la 
infimc dans le cas g^ndral. 

Pour /t --= 5, le probldme dtipcnd d'une Equation dc degrd 5 3 , 

(lout his racines sent les divorsos valeurs de J)(-- ^ ^ } 

La formulc ((^llVo), en j clxangeant u en 71 pcrmet imm6dialc- 

uionl de former cctlc cujuulioi), et 1'on voit de suite que ses coeffi- 
cients apparlieruient au corps ii form 6 par les fonclions ration- 
nolles do ff$, ^ a a coefficients onticrs. EH<5 y cst irrdductible, mais 
sa resolution peut so rumoner a des resolutions d'cqnations du 
sixiftaic ol du cincjuiftmc degrc ? ccs derni^rcs dtant rc^solublcs par 
rudiccuix. Pour le fuiro voir, nous (Sludierons d'abord les transfor- 
mations inverses de la fonction J>/Y ? nous monlrcrcms <jue ccs 
transformations so ram< N nent i la resolution, de tellcs Equations, 
puts nous mcLtrons <m Evidence que le probleme dc la division dc 
I argiancut&eriutt^no ft deux transformalions inverses successive^* 

710. SupposonscFabord quo 1'ou scdonnc p(u ( ^? o) 3 j et les in- 
variants corrosj)0ndants <; a , ^0, ci proposons-nous dc calculer la 
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valeur correspondante de p(u\ to n co 3 ). Nous commencerons par 
calculer les invariants g, g* de celtefonclion au moyen de G 2 , G 3 , 
comme on 1'a indique au n 70o; nous devrons ensuite resoudre 
par rapport a pu I'equation du cinquieme degre en pu, 



/ SeoA TJ 

I U H- ~g-J 2?!, 

dont les coefficients sont des fonctions rationnelles, a coefficients 
entiers, de p (u y ? to 3 J , G 2 , G 3 , P^ oil P 1 est lie a Go, G 3 par I'e- 

qualion du sixieme degre que Ton a appris a former au n 705. 
Cette equation (quand on regarde P< coname connu) pent etre rc- 
solue par radicaux (* ) ; ses racines sont, en effet, manifeslement 



(r = o, I, a 7 3, 4) ; 



si done on d6signe par a une racine primitive de liquation 
^s i = o, on voit de suite que 1'expression 



X (a- -+- a~ /; ^i + a-/'j' a H- a-^'jr 8 ~f- a-/'irO 
ou/> est 1'un des nombres o, i, v : 3 3 4> n< ^ change pas quand on 

augmente u de -~^> ou que 1'on fait une permutation circulairc 
o 

sur a? , a? i? ^25 A'O) ^'n car ^ e premier facleur se rcproduit, mul- 
tipli6 par et le second par -^', il suit de la que A y > est tine 
fonction doublement periodique de //, admettanl Ics ])driodes 

^~et2o> 3 ; on voit de suite que c'cst une fonclion paire dc u] 
^ 

c'est done une fonction ratlonuelle dc p (u >->co f .,j; c'cst m6mo 
une fonction entiredep(u "-* <o 8 J, car dans le parallclogrammc 
des pdriodes dont les sommcts sont o, '^, ~^~ -[- ^(o 3 , 0,0)3, il n'j^ 
a pas d'autre p61c que le point o qui est d'ordrc do mullipliciu'j 

( l ) On clcimontre toutefois que ccLte 6cjuatioa, en ggndral, n'cat pas ab61icnnc, 



APPLICATIONS A I^ALGfeBRE ET A I/ARTTHMfcTIQUE. 25 1 

^p -J- 2 ; Ap pourra done s'exprimer par la methode de decom- 
position en elements simples, on par Identification des coeffi- 
cients des diverses puissances de u, au mojen d'une fonclion da 

premier degre de <p(^ ^r? <o 3 j et de ses derivees d'ordre pair g a/? , 



ou par nn poljnome en 



^- l > w 3 j II esL d'ailleurs aise de 

voir qu'on n'introduit pas, saaf a ? d'autre irrationalite que celles 
que Ton a deja introduces, c'est-a-dire qxie A p est xm poly- 

nomecnj)[z^ -~, to 3 j, donL les coefficients sont des poljnomes 

en a ; p l? GO, G a i\ coefficients numeriques rationnels, Les polj- 
nomes A p etant formes, on voit que 1'on a 



en ajoatant ces cinq equations membre a membre, on trouve (^ 



Les aulrcs racines s'obtienacnt en rem|>lacant \/A^ par ses di- 
verges drlernunulions. I /Equation propos^e sc rcsoul done par 
radicaux. 

II osl i\ pcific ulilodc diro ([tic Ic problismo <[iii oonsislc a Iron- 



vor 



au 



(^n do 



sc traito (i 



(to mine oclui donl nous avons d<*volopp<5 la solution* 



717. (loci post's, rovonons au oalculdo 



). La formulc 

'(? 



(>i, 



, connaissaxU 



( f ) J>IJH lo r ftt'mral oil Ic nombn* 5 osl rcinplac^ pur le noinbro premier 
impair/?, il ooovictit ^'observer pour cola quo les fonoUous cycliques catuNrosde 

17 w,Voftr i, -^ . ., 7*-? conuno les functions syrn<Hriquc$ clos 

Hi s'oxprimftrit ratfonnollornont au moy<mde^ 2 , # 8 ct do la racinc 
(ici I* t ) do P<5quuLion du (n -|-Tc) l * m * degi'6 douL depend le pro- 
c <lo 'la division des p<SnodeH pur n. 
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montre que Ton peat regarder com me connue la fonction 



Conn aissant cette derniere fonction, on calculera 

on a pour cela, d'apres ce qui a ete dit auxn 05 705, 716, a resoudre 
une equation du sixieme degre qui ne concernc que les constantes 
et une equation du cinquieme degre resoluble par radicaux. Ayanl 



^ ^ semblequ'on 



obtenu p( ~ to h ~ J * on calculera <p( F 

ait encore a resoudre une equation du sixieme degre, mais on 
evite cette resolution puisque Von connait a la fois les invariants 

qui sont les donnees 



3 ; on n'a done qu'a resoudre (par radicaux) une nouvelle 
equation du cinquieme degre. 

718. Des considerations analogues s'appliquent a la division 
de Pargument pour la fonction snu' } lecalculde sn (- )> connais- 

sant snw, est enti&rement resolu pour n = i par les formules du 
n 334; il se ramene, pour n premier impair quelconqtie, a deux 
iransformations inverses dc la fonclion snw. 

Si, dans la formule (LXXXVHi), on regardc sn(w JT) commc 

1'inconnue et sn ( ~ ATJ comme donnee, requalion 

, ff 7 l _g!L 8// 

( !L w;\ ~ L snwTT S " J .^ / ' >0 

\M / M J. JL i X 2 sn 2 rt/ o sn 2 r* 



sn i 



est du degre n en sn u. D<signons par Q lc coi^ps form6 <lcs fonc- 
tions rationnelles de <P(T) ? ^(/&T), a coefficients cntiers^ on rap- 
pelle que O(T), cp(/ir) sonl lidcs entre dies par liquation modu- 
laire, de degre n + i par rapport a chacunc de ccs dcuxquaalil^s. 
Les fonctions symetriqucs enti6rcs des quantitos sn^^/^o <^tii 
figurent dans liquation (LXXXVII,,) apparticnnent, ainsi cjue M, 
a ce corps. La fonction y (/IT) doit 6tre rcgardec commc donn<5c 

en m^me temps que la fonclion sn[~ /ITJ? et c'cst par rapport 
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a cp(-u) que Liquation modulaire doit d'abord lre rcsolue; puis 
Fequation (LXXXVII t ) doit etre resolue par rapport a sn( | T) : 
en se reportant a 1'equalion (LXXXVTIi), on voit que les racines 
de 1'eqnation en sn(z^ | T) sont de la forme 



/ 27K\ . 

r = snl M-4- -Tf-y ('' = >, i, a - -,/i T) 



et il n'est pas difficile d'en conclure qu'elles s'obliennenl encore 
par I 7 extraction d'tinc racine /^ c>mc . 

Le niultiplicateur M esl donno par la derniere des formulcs 
( LXXXVIg); cclte foraiulc, en y remplacant sn par son expres- 
sion (LXX1 ) au mojcn des fonctions S, donne de suite 



M = 



on uLilisaul ctisuiLc les formulcs (Ll a ), (XXXV[ 2 ), on arrive sans 
pcine a I'cxpressioti 



colic formula mel bica en Evidence la fagou donl M cl<3pcml dc T. 
Le probl^mo qui eonsLsle a, Irouvcr SU(W|T) ? connaissanl 

sn ('fa r j rlcpf-- J? so rcsoudradc m6mc au xxiojrcn des form ales 

(LXXXIXjj), apr6s quo 1'oa aura calculd ^(T) uu mo^eii dc I'd- 

( \ 
J Au rao^cn 

des ibrmulos (IjXX.XVIIl{j), (Lll a ), etc. 5 on irouvora aussi 

(a) M ^ . 

81 (. 

(]oci pos(! ; conuaissanl SU(M|T), ou commonccra par calculcr 

su[/n -j? oil L'on a dcril, pour abr^igcr, in pour designer le 

\ / 

mulliplicalour M dans lequcl on auruit rcmplacd T par ; c'cst Je 
problirnc dc lrausfox v malion inverse donl nous venous de parlcr. 



254 FONCTIONS ELLIPTIQUES. 

II exige d'aborcl la resolution par rapport a <p( ) de 1'equation 
modulaire de degre n + i entre O>(T) et ? (3;)* P u *s la resolution, 

possible par radicaux, d'une equation de degre n en sn (mu\ - ) - 

/ -c\ 

Connalssant sn ( ;m<? ~j> on calculera sn (jnm* u \ T), ou Ton a 

ecrit/te'au lieu de AT; ce probleme se resout au niojen de Pccjua- 
tion (LXXXIX 4 ) et peut tre effectue par radicaux. Comme, 
d'aprs les formules (i) et (2), on a 



m iri = - , 
n 



on a ainsi obtenu sn (^ T J et le probleme de la division de Far- 
gument est resolu pour la fonction sn. 



VIII. Multiplication complexe. 

719. Qucl quc soit Je nombre en tier n que Ton envisage, la 
fonction p(nu) s'exprime ralionnellement (n 460) au moyen 
depw, en sorte que les periodes depu sont des p<5riodesde j>(/m). 
Si un nombre complexe p., pour nn couple de pdrioclcs donn<Jcs 
2to l5 ato 3 , jouit de la meme propri^tt^, en sorle quc les periodes 
de j>(tt|to u <o 3 ) soient des periodes dc p(^a\^ iy oj 3 ) ? on dit 
qu'il y a unc multiplication complexe dc la fonction pa par le 
nombre jx, pourle couple de periodes aco,, ao) a . 

Soit ^. un tel nombre complexe eldosignons par fy(u) la fonc- 
tion p(p.u[to i9 d) 3 ); puisque t|/(w) admct les periodes i>.(o j? ^(o 3 , 
ip(ze) est uac fonction ralionncllc dc p(u \ co l? o> a ), jp'(f/ | <>,, <o a ); 
<^(i^) 7 ctant uac fonction pairc de u, est done nnc fonction ration- 
nelle dc p( u \ co^ co 3 ) sculcment. 



720. Puisque les p6riodcs de la fonction p(u\^ 9 o> 8 ) sonl des 
p&iodcs de la fonction p(pu\ (0^0)3), ilcstclair qucajxco^, 2jx<i> a 
sont des pdriodes dc la fonction JD(W |CL> I? o> 8 ); on doit done avoir, 
en d^signant par a, p, y, S des cntiers rdels tcls quo a8 ^y soit 
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different de zero, des relations de la forme 

(0 



Reciproquemenl, des relations dc cette forme montrenl evi- 
demment que la fonction p(^u\^ it to 3 ) adinet les periodes aw,,, 
2to 3? el que, par consequent, il y a, en verlu de la definition, mul- 
liplicalion complexe par le nombre complexe p., pour le couple 
cle periodes aco 1? 2<o 3 . 

Les 6galites (i) peuvent s'ecrire 



Wi = aQi -f- p0 3 , o> 3 = Y ili -4- 

en posant 



il y a clone trans formal ion cnlrc les deux fonclions p(w | w o co 3 ) 
el j>(// j Q l? Q 3 ), el Ton voil encore dc cello fa$onquc p(u | Q,, 3 ) 
ou u- a f p(p.w|<u,, cojj) csL ime function ralionncllc de p(z^ ( <o i? G)JJ). 
Les equations (i) ctant homogoncs en co,, o) :j , il esl clair qne ? 
s'il y a multiplication complcxe par ;ji, pour le couple <le periodes 
^<>, 7 f >.<0;j, il y aura aussi mullipiicalion complexe par le memo 
noinhrc [x, pour le couple de periodes ^lo^ aX(o 8 , qucl que soil )^; 
on ]>urlera done do multiplication complete par p. et pour un rap- 
port do pcjriodos T, 

Kn resume';, la condition nce$sair& (U sujffisante pour qu'ily 
ff/l Multiplication complttxa pouri at par p. (T ct [JL 6tant des 
nombrcs complexes dounds) esl. r/ae tcs fqitaiions 

( '-0 [J. ass a H- (k, (JtT r^: y -H T 

,vo^6V?^ vMji fas pour (fnalre witters a, p, y, 3. 

On ohacrvora quo [i, y cl aS fiy sonl n<Scessairemcnt diJT(5- 
ronLs clo 3W?ro. On pcul supposer (3 positif, quiltc a changer Ic 
dos cinq quaiililcls a, fi, y, o, jx. 



721. DCS conditions (;*) il rdsulte hntuddialcmcal quo, 'ily a 
multiplication complexe par ix et ]>our T, il J a aussi multiplica- 
tion complete par tout nombre do ia forme a -I- 6 [A, ofl a or /> 
sonl des outiers rdels quelconquos. 
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On pent d'ailleurs retrouver ce resultat par le raisonnement 
suivant : 

D'apres la formule d'addition de la fonctiou p, Texpression 
p(au -4- bun} est une fonction rationnelle de p(au), p(b)j.u} 
et du produit p r (au).p r (byui); mais p(pu) est, par hypothse, 
line fonction rationnelle de pu : en sorte que p'(pu) esl le pro- 
duitj par p'lt, d'une fonclion rationnelle de pit] done, comme 
p r (au) est Je produit de p 1 it par une fonction rationnelle de pw, 
et que p(b[j,u] est le prodtut de p'(pu) par une fonction ration- 
nelle de j3(p.?^), I' expression p f (fftt)*p f (b].i.u) b'exprimera par une 
fonction rationnelle de pit seulemeni; il en est done de m6me de 



722. Des equations (2), on d^duit 



si done, en designant par p le plus commun diviscur dcs valours 
absolnes des nombres y, a 3 ; |3, on 



on definit trois noinbi^es entiers a* b, c jouissant des 
suivantes : a etc sont differents de zero; c est posiliT; on a 



ct* = o; 
comme T n'est pas r^el, on a necessairement 

62 . f ac C, o ; 
a est done positif. Si Von pose 

a -h 8 = pi, /;i = 4 ac Z)2, 
on aura 



et, par suite, 
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ou le radical est pris, comme dans ce qui suit, avec sa determina- 
tion arithmelique. On observera qne le nombre enlier n cst la 
nor me du nombre complexe JJL. 

723. Inversement, supposons qu'on se doime les enlicrs a y b : c^ 
tels qne l\ac b- = in soil positif, ct les nombres entiers p, p,, 
donl lc premier est posilif, el lels que pi : bo soil pair; les ex- 
pressions precedemmenl ecrites de a, [3, y, 3 au mojcn de a, 6, 
c, p, pi clefinissent une multiplication complexe par le nombre 



pour la racine de J'equaLion 



donl la parlic purcrnonl imaginairc esl positive, ainsi qu'on le voil 
dc sxiile en rclouruanl les raisonncments precedents. 

724. Au Jieu du niulliplicalcur p. on pcul mlroduirc, pour le 
mtime T ? le mullipliculour 



s <Staul cgul a o ou a I, suivanl quc b esl pair ou Impair; p,c\sl li(^ 

A Ml par la relation 

b 

p pM -- p, 

jA 

O f, jL r cftl inanifcslczncnl enlior* Le fail que M eyl un mullipli- 



calour complexe, pour t, resulle, d'aprc k s lea Equations (2), de ce 
que Tori a 



ainsi qu'il est afs<5 de le vtirilicr. D'aillcurs, dc cc quc JV1 esl un 
inulliplicalcur pour T el dc rcsrpresHion dc p. au rtioycn dc M, il 
rdsullc ((tic [ji cst ? coinmc on lc sail dc\ji, un mulliplicalcnr pour T, 



72B, Si TJ esl II & ft r par uno substitution lineairc T t =u= ^* 
ddtcrminawL aS fiy <%al a j, il cxistcra unc mullipHcfttion 
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complexe pour -^ avec le meme multiplicateur M; car TI veri- 
fiera evidemment ane equation du second degre 

! -+- &l^l -4- CiT = O, 

ou 4 at c { b\ est egal an produil de ac b- par le carre da de- 
terminant de substitution qui est i, en sorte que b ct b^ sent de 
la meme parite et que les quantites 7?^^ ; s i? analogues a /n, e, sont 
respectivement egales a ces dernieres. Rappelons d'ailleurs que 
Ton a 



726, Supposons loujours qu'il y ail multiplication complexe 
pour T. Des equations (2) il resulte que Ton a 



.. _ Y 

^-T 

d'ou 



D'autrc part, quel que soit T, les valeurs x que prcnd la fonc- 
tion J^ ! - y>] quand a ; |3, y ? 3 prennent toutes les valeurs cn- 

ticres possibles tclles que 1'on ait ao [3y = /e, /i etant unnombrc 
entier posilif donae, verifient une Equation algdbrique 

F(07, J) = 0, 

ou 1'on a dcrit J au lieu de J(T); puisqu'ily a multiplicaLion coin- 
plexc, J verifiera done liquation F(J, J) = o. Ainsi chaquc inva- 
riant absoJu qui correspond a une valour do T pour laqucllc il y a 
muUiplicalion complete, verific une equation algcbriquo a coeffi- 
cients en tiers ( f ). 

Kroneckcr a appelcS ces invariants ubsolus particulicrs : I<is ///- 
variants singuliers* II a dc mdmc ap[>ol<5 modules singnlirrs Ics 
valeurs dc k* (T), qui correspondent aux valours do t pour los- 
qucllcs il y a mnlliplication complexe. 



On <l(5monire d'aillcux*s quc c'cst un nombrc al^l)ri<|uc cnticr. 
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727. La theorie de la multiplication complexe est liee aPArith- 
metique. On sait que deux formes quadratiques definiesj a coeffi- 
cients enticrs, 

sont dites (propremenl) equivalentes quand on peut passer de 
Pune a Pautre par xine substitution a coefficients caliers 

dont le determinant ao (3y cst egal a i . On a alors 
r= r/V-i- //aY-+-e'Y 2 i 



(^l //- /i<z'e' est egal a />- /ir^r. Aux. formes pn'tcedeulcs sonL 
li(Scs naturellemcnt Ics equalions 

^ -H /O-r -f- ciT 2 o, <7 r ~h /> ; n: r -l- c' t'* r- o. 

Si Ton (k'jsigne par T, T' Ics racincs de ccs equations pour Icsqucllcs. 
lo coefficient dc I cst positif, si 1'on pose, commc ])rcocdcnunenl ? 



a M c -I- \/f\ rt -ft*, * M r= .- g t - t \/ { a r 

on d/isipianl loujours pare, c' (Ics quanliu ; s cgalos a o ou S r ot 
<le mmo paritc <|uo />, //, on veil quo, quand lew deux formes/ 
ol J 1 ftont ciquivalonlos, M e.st <S^al a M'. lia sii]>posarit toujours 
P^qui valence dcs deux formes, on pcuit passer de -r t\ T' par une 
substitution liruhu'rc (dc determinant t^gal ii t), en fiortc c|uci J(T) 
cst igul & J(Y)* 

Invcrsonujnt, k s'il y a multiplication complexe pour T ot t', cl si 
Pen a J (T) s=s J (T'), cPune part T ct T' v<Srificnt tics aquations do la 
forme 

f*-h t -|-T* s-* o, <*'H~ /v't -I- ("V^ -i O, 

oil 1'on pout supposer que Ics nombrcs cnliurs a, />, c, sont sans 
diviscur commuu, dc mcimo que <t? 9 //, c' ct que c ct 6 k/ aont posi- 
tifs; d'autrc purl, & cause do J(T) J(^) '"' oxiHioraclo enticrs a, 
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{J, -y, o lels quo 1'on ait 



il en rsulle que Pequation 

a r (a-hj3-O 2 -4- '(-*- 

a les memes racines que I'equalion 

a 4- T ~f- CT- = o, 
LI est bien aise d'en conclure que, si Ton suppose 



les deux premiers mcmbres sonL identiques, d^oii resultenl imme- 
diatemenl les equations (3) el, par suite, 1'^quivalence des deux 
formes envisages. On voit d'ailleurs aussi que M = M'. 

II suit dela que P^galite J(T)== J(T A ) esl la condition n6ccssaire 
ct suffisante pour que les deux formes 

bxy ~h c/ 2 , a V 2 -4- 6'j' 2 -h c'^'- 



equivalentes. Si 1'on range dans unemfime classe Ics formes 
(Squivalentes, oa voit que la recherche du nombre de classes pour 
un delcnninanl i 2 /\ac<^o donne revicnt a la recherche du 
degr<5 de 1'dquatJon F(J, J) = o. 



IX. Decomposition d'un nombre entier en tine somme 
de quatre carr^s. 



728. La comparaison des diflTorents dciveloppemenls en 
d'une mchne quaiuile, que fournil la iMoric des fonclions ellip* 
liqucs, conduit souvcnL a clcs propositions intcircssautcs d'Arilh- 
m^tiquc. 

Signalons, d'apros Jacob! ( ! ) ? Ic llj<5or6mc surla decomposition 
en carrcs. II va r<SsuIlor de ridcnlification des deux ddveloppc- 

C 1 ) Q&uvres computes, I. T> j>. '>;}<) (fin des Fundamental oi p. ^{7, 
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ments (XXXVI 4 ,,) et (CX< ) 

/n=-*-oo \ 1 

-TC 5 / 



ou v = i, 3, 5, 7, . . .. Considerons d'abord le premier de ces 
deux ddveloppemenls. 

On rcconnail de suite, a cause de FidenLile 



(jue, si 1'on ordonnc Io carre de ^^ q n * suivanl les puissances en- 

Hcrcs dc ^7, le coefficient de <y N sera le nombrc de solutions do 

I Vic] nation 

/^H-/^-r= N; 

de ni6me, dans le cube eL la quatriemc [)uissance de ^^ w % le 

n 

coefficient dc y N sera le nombrc dc solutions de 1'oqiiation 



on do liquation 

,^i.|- /<'*-!' W^-l-W^ra N. 

Olierclious mnintciianl 1<i coefficient de </ N dans les deux scries 



V 



Soil 

N su: 



/; <Uanl un nombre cntier posilif impair, et consid<5rons le ca 
oi r est plus grand quc zdro. Pour quo av(a+ r) soit cSgal a j>//>, 
ilfautet il Muf/it quc v soil un diviscur dc/?; ii chacuu de ccs 
diviseurs cotTcspoud un lermc en <y N dans le premier ddvcloppe- 
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mentj le coefficient de <y N dans ce premier developpement sera 
done i(/0? en designantpar &(p) la somme des diviseurs de/?. 
Si Ton a 



n devra avoir la forme aP<:/, d etant im diviseur de p qui pent 
d'ailleurs etre egal a i ou a /?, et p un en tier qui peat etre mil, 
inferieur ou egal a i\ Inversement, si n est de cette forme, en 
supposant dd r =pj il y aura tin nombre- 



qui rendra 7i(j3 -f- 1) ^gal a a 7 /?. 

Si p est inferieur a ;*, J3 esl impair; le terme da second ddve- 
loppement qui correspond aux nombres d et p esl ainsi aP<^; 
la somme de ces termes qui correspondent a xine rn^mc valour 
de d est 

pa=/-l 

= rf(a^ i), 

,et la somme de tous ces lermes qui correspondent a unc memo 
valeur de p est done 

1 i ) 



Si p est egal a r, (3 est pair; le terme du second developpement 
qui correspond aux deux nombres d ct p = /* est ^ r d ; la somme 
de cenx de ces termes qui correspondent a une xnemc valeur dc/> 
esl 2 7 ^(;-). 

Finalemenl, le coefficient dc (7 N , dans la somme 



(v) 

est 



en supposant />o. Pour /' = o 7 on voit de mfimc quo ce coef- 
ficient est <if(p). 

On voit done que le nombrcde solutions clislinclcs, en nombros 
enlicrs positifsnuls ou n^galifs, do IVt 



n* -i- 
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est 24 fy(p) ou 8^(^)7 suivant que ;* est different de z&ro ou egal 
a zero. II faut entendre que les solutions n, n f ', /i", n rff et /*,, 72'^, 
/i", /i^ sont distinctes si Pon n'a pas a la fois /i = /e { , n f = n' i , 

ff -H .f/f "f 

Non seulement on a ainsi demontre la possibilite de decom- 
poser en quatre Carre's un nombre entier quelconque, mais on a 
le nombre de ces decompositions. 

L'identite(XXXVIo) 



iraitee d'une facon analogue, conduit & la proposition suivanlc : 

Le nombre dcs decompositions en quatre carres quelconqucs 
d'un en tier impair est <gal a huit fois le nombre des d<5compo- 
sitions du quadruple de cet cnticrcn unc sommc de qualre carrds 
donl les racincs sont dcs nombres tous impairs ct positifs (^). 

('} 1'oii* lo Cours dc Ch. Hcrmilc, r<idiy<i par M. ANDOYEH, f\* 61 , p. y'ji. 



T. ca M, - 
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NOTE 1. 

Sur la fonction de v. d6finie par P^galite T = I 
et sur un theor&me de M. Picard. 



On a exiplique au Chapilre VII comment, T est une fonclion uni- 
voque de Y~ dans le plan & obtenu en praliquant dans le plan de la 
variable v- deux, coupures allant le long de Paxe des quantiles rccllcs, 
Tune de o a oo, 1'auLre de i a 4-00. En dehors des coupures la defi- 
nition de T n'ofTre aucune difficulte; nous avons explique au n 3/i<5 
comment, au moyen des formules (CXX), on pouvait compiler cetle 
definition sur le bord superieur de 3a conpure de droile el sur le bord 
inferieur de la coupure de gauche ; rien n'empeche, en dislinguanl 
les de a jo bards de chaque coupure, d'adopler une definition scm- 
blable sur le bord inferieur de la coupure de droite el sur le bord 
superieur de la coupure de gauche; la fonclion -^ --y csl alors 
definie dans lout le plan S, y compris les bords des coupures, sur les- 
quels la fonction prend des valeurs infinimenl voisincs de cellos qu'ellc 
prend en un point infinimenl voisin de la region du plan a laquelle np- 
partient le bord consider^ et ces valeurs sont fonrnies sans ambiguYU'* 
aucune par les formules (GXX 4 ). C'est seulement aux points o, i que 
la fonclion n'esl pas definie. Nous representerons les bords de ces 
coupures par des paralleles infinimenl voisines 8s, 8V, "('?/> Y 7 ! cn 
regardant <3s, y'r/ comme appartenant a la region supcricure du plan, 
8V, *pi comme appartenanl a la region infcrieurc; nous relierons ces 
coupures par des cercles infiniment pctits SaS^ypy' decrils respeclive- 
ment des points i el o comme con ires (les points a, (J sont supposes 
sur 1'axe des quanliles reelles); enfin, nous dccrirons ? du point <v 
comme centre, un cercle do raj on inlinimcnt grand qui rcnconlro 
les coupures aux points s, s', r n y infinimenl oloignes. II csl olaii* 
que le contour aoer/Y'pyr, e'o'x Jiniite une region (S) sirnplcrncnl 
connexe dans lo plan (T. Nolro but csl do montrer comment so fait 
dans le plan de la variable T, lie a y, par la formule 
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Pimage du contour de (S) parcouru dans le sens direct. Les for- 
mules (CXX) y suffisent entierement. Nous representerons sjstema- 
liquement par (a) le point du plan des T qui correspond au point a 
du plan des y.. 

L'image cherchee est figuree schemaliquenaent ci-dessous : 




<r> 



T 



Les points (a) ot (p) sont sur I'axc dos quantites puremont imagi- 
riiurcs, 1 j>romi(sr Ires pros cle o, le second Ires haul. L'aire u droite 
rlc la lif>ne poncluoo e&t Piinagc do 1'aire cle (S) qui est au-dessus de 
Pa\e<Ius quanlilos recllcs, I'airc a gauche ebt Timagede Faire cle (S) 
qui Ohl au-dosbons do 1'axe des quantites reelles : deux, points x 
d'aflixes conjuguces out pour images cles points (x) symelri<[iies par 
rapport <\ Pa\e clt^s quantities pureincnt imaginaires. 

II nous faut justider los divor.ses parties cle celtc figure. Supposons 
d'aboni quo x ducrivc le jxitit ccrcle ~( r $y ; les formulcs ((HXXj^.^) 
luontrent de suite quo, x. clant tr&s petit en valour absolue, on a 



i 1 x 

--^Tc' 



X) S(K) 



tun (H'l que >c ost sensihlement - logx, le logarithine ayatut ,sa 
(liUttrmitkfilinn principale. Si Ton pose pour un instant x^rp6 w0 , ou 
aura 



x dc'jcrivant 1(5 petit ccrclo Y' PY ~ (llminucen pariant <Puno valour un 
peu infi'ricure ft r pour ahoulir u tine valcur nn pftu ftupc^rieure a i; 
le point tr on (x) decrit clono, approximalivement, le segment de 
droite panUUMe a Paxe (las quanliL^B rcellca, qui va du point (Y') ou 

I- r au point (Y) ou "^ 
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La figure decrile par le point T quand x decrit le petit cercle o'ao 
se deduil de la precedente par la formule /(x) = ^/ I _ x v* Le point 

i x decrit alors, en effet, le cercle y' 3y, done /(i x) decrit ap- 
proximativement le segment reclihgne qui va de (y') a (y) ; /(x) 
decrit done approximativement tin arc de cercle de centre o allant de 
(o') a (3), arc de cercle correspondant evidemment a un angle au 
centre infiniment petit. 

Si x decrit le bord superieur 8s de la coupure de droite, on peut 
regarder x comme prenant des valeurs reelles de i a -hoo; - varie 

alors de i a o, y(~] s'eleve done sur Faxe des quantiles purement 
imaginaires d^un point tres voisin de o a un point tres 6loign6 ; de la 
formule /( f ) = > .- on deduit, par suite, que le point /(x) 

^ >C / I - J\'X') 

decrit dans la region superieure du plan, le demi-cercle qui a pour 
diametre le segment qui va du point o au point i, ou pluldt du 
point (8) au point (e), puisque x ne va que de 8 a e. 

Quand le point x decrit la coupure 3V s} r metrique de 8s par rap- 1 
port a Taxe des quanlites reelles, le pointy(x) decrit le demi-cercle 
symetrique du precedent par rapport a 1'axe des quantiles puremenl 
imaginaires. Quand x decrit le demi-grand cercle ST/ dans la region 

superieure du plan, decrit le demi-petit cercle py f(r) ^'^crit 

X \ X/ 

approximativement le segment rectiligne qui va de ((3) u (y); done, 
enfin, 



decrit un arc de cercle infiniment petit de (s) U(T/) dans lo voisi- 
nage de i. 

Quand le point x decrit le bord superieur VY' ^ c ^ a coupure tic 
gauche, en allant de GO a o, le point i x decrit le bord inforieur 
s'S 7 de la coupure de droite de 4-00 ft i, __ decrit done le demi- 

cercle (e') (o ; ) et T=/(X), la *parallele mence du point t t\ Taxe des 
quantites purement imaginaires a partir dc (V) infiniment voisin 
de (e) et de i, jusqu'a un point (y') infiniment 61oigno au-dessus de 
1'axe des quanlites reelles. 

En r6uaissant toutes ces parlies, on a 1'image compUlo. F^aire (S) 
etson image se correspondent, point par point, d'unc fa<;on univo([ue.< 
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On pent si Ton veut supprimer les arcs infiniment petits ainsi que 
le c6te (7') (7) infiniment eloigne verslehaut; on a alors le theoreme 
suivant : 

Si dans le plan des x on pratique deux coupures allant de i a 
-HCO et de o a oo le long de Vaxe des quantifies reelles, et si Von 
regards le bord superieitr on inferieur de ckaque coupure comme 
faisant par tie de la region superieiire ou infer ieure )} le plan des x 

ainsi coupe, par la transformation conforme T *' ? a pour 

X(x) 

image la par Lie du plan des T limitee : i en bas par les demi-cercles 
situes au-dessus de I' axe des quantites reelles 3 et ay ant pour dia- 
melres les segments de droite allant de i a o et de o a 4- i, 
2 a droite el a gauche par les para lleles menses par les points 
~H i et r a I 1 axe des quantilc\ purement unagmaires. Les deux 
demi-cerules sonl lw> image* des hot fit infer teur el superietir de 
La coupure de droite; les deiuc, paralleled sont les images des bords 
sttprneur el inferieur de la coupure de gauche. 

Quand on traverse, la coupure cle gauche et qu'on remplaco x 7 ^)? 
x(x) par lew fonclions qui les continucnl, la fonclion ([ui continue r est, 
comme oa Pa vu (t. Ill, p. 209), * : a suivant que Ton traverse la 
coupurc cle haul en bay ou de bas en haul. De m6me quand on tra- 

verse la coupure de droilc, la fonclion qui continue T o,st -- ? sui- 

r -|: -AT 

vantquo Pen traverse la coupure de bas en haul ou de haul en bas. 
Ou rcoonuutt Ires aisomcnl quelloH images du j>lan des >t, coupe comme 
on i'u e\pli([ut f i, fournissent les transformations couformcs correspon- 

dant u <SOH nouvelles branches de la fonclion - 



Si nous cuvisngoons la fonction T=T/(X) I diUiuieen un point x non 
situ6sur loscoupnros, ainsi qu'aux environs deit ? ot obtenuo par con- 
tinuation lo longd'uno oourbo qnelconquc, pouvant iravorser les cou~ 
puros, mnis nou IOH points o on I 7 nous snvons que cette fonction est 
holomorphc a rintcriour de tout contour simple cutourant Ic point x (> 
et no contcnaut ni le point o ? ni le point i. Dans une aire oonlcnanl 
Pun ou Pautro de cos points singuliers, la fonction /(x) est suscep- 
tible (Puuo infinite de dAlerniitiaLtouA, main touted les branches de 
cette fonction quo Pon engendre en tournant autour de Tun ou do 
1'autro des points sinf*nlier& o, i sont ton jour A rdguliftres en un point 
quelcoucjue du plan aulre ([uc o et r. En outro, lo coefficient de i, 
pour une vuleur quelconque de/(x), est tonjours positif. 

Gea propri6t<Ss de la fonction /(x) ont permis k M. E. Picard 
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d'etablir une proposition importante concernant les fonctions entieres 
(transcendantes ou non) et que voici (*) : 

S'il existe deux nornbres a, b, tels que la fonction entiere ff(z) ne 
puisse acquerir, pour aucune valeur finie de s, ni la valeur a } ni la 
valeur 6, cette fonction est une constante* 

Si la fonction entiere g(z] ne prend ni la valeur a, ni la valeur Z>, 

la fonction, aussi entiere, ^^ - ne prendra ni la valeur o ni la 

(j J> 

valeur i. II suffira done de demontrer qu'une fonction entiere ff(s) 
qui ne prend ni la valeur o, ni la valeur i, est une constante. 

Dans la fonction T = /(X) precedemment diifmie, regardons x 
comrae etant egal a g (s) ; nous obtenons ainsi une fonction de z que 
nous designerons par F(s) et qui (n 49) est regulierc pour toute 
valeur c de 5, puisque * n'est jamais 6gal ni i o, ni a i. La serie 
entiere en ^ Z Q qui represente la fonction F(s) aux environs de ^o 
nepeut avoir un rayon de convergence fini (n 55); la fonction F(s) 
peut done etre reprtsentde par une serie entiere en s (ou en 5), 
convergente quel que soit s\ c'est une fonction entiere. 

Si, d'ailleurs, on pose F(s) ~A +- IB, A et it.etant r6els, on est sfir 
que B est positif, quel que soit 5; or on a 



la valeur absolue de la fonction entiere e* p w etant plus petite que J, 
quel que soit s, cette fonction est une constaate ; il en est done do 
mme de F(-3), et, par suite, de g(s). Cost ce qu'il fallait dc- 
rnontrer. 



( l ) Annales de I'ficole Normale superieure, 1880. Cette proposition, 
hs^c tout d'abord par 1'autcur Iui-m6me, a rc$u, grftcc aux beaux iravaux <Io 
M, Borcl (Legons sur les fonctions entieres, 1900), une extension considerable. 
Nous n'avons en vuc que la demonstration mime dc M. Picard, relative an Ihio- 
rcme 
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NOTE 2. 

Sur les suites arithjnetico-geom^triques de Gauss. 

En par tan I de deux nombres positifs quclconqucs a , Z> , dont le 
premier sera suppose plus grand que le second # > considerons la 
double suite indefinie 



/* If 



obtcnue en supposanl, en general, 



oti Ton doit entendre, 'oomnio dans ce (jui suit, que le radical a sa 
determination arithmetiquc. 
On voit cle suite que Ton a 






4 

< ^//-f- /> \v/rt"-l H- 

la dorniere ui6galito resultant de cc que Ton a 



formulos prdc^donlos montrenl que Ton a 



los nornbrcs ^ ? ^t> ^a> vonl done on d^croissant; les nombres /> u , 
/; 1? /; a , ,, vont en croissant; les nombres /; , /; l? /> ft , .. rcslcnt in- 
f6ricurH aux nombres <7 0? a,, rtr a , . . do m6me Indice; les deux suites 
ont done uric limite ; cette Umito est la mfime a cause do ri 



-- 

; i*4-^ 

i rtaulte imm6dJatcmcut cle riu<5galit6 (). On voit sur I f it 
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lite (3) que les deux suites convergent tres rapideraent vers leur 
limite commune. 
Si Ton pose 

c n = V^IF^! = a ~ 1 ~^- 1 (n = i, a, 3, . . 0, 

il est ciair que Ton aura 

lim c n = o; 

n = 00 

au reste, on reconnait sans peine que Ton a 

(r \ * n ~* 
A) 

Gauss a appele la limite commune des deux suites 0> a l9 ... et 
& , Z>j, ,.. l&<moyenne arilhmetico-ggometrique des deux nombres 
positifs donnes a , & 7 et l' a represented ( J ) par le symbolc p. On a 
manifestement, quel que soit le nombre positif A, 



Proposons-nous d'evaluer la moyenne aritlimetico-geometrique des 
deux nombres positifs 



ou - est un nombre donn< reel et posilif, en sorte que q = e T7Uf cst 

2 

r^el, positif et plus petit que i, ct que > b<, > o. On a immcclia- 
temenl(XXXVI 6 ) 



puis 



((> | T) = &} (o | 



et, en r^petant le m^meraisonnemenl, 



t. Ill, p. 35a; vo/r aussi t. ITI 7 p. 3Ga ct suivantcs (Wachlass), oi't 
Gauss emploie le symbolc M au lieu de \**. 
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Quand n croit indefmiment, 0-"' = q- n tend vers zero, done o n el 
b n tendent vers j ; nous aurons done 

I i[2rj(o|'c), 2rj(o|-c)] = i. 
Le changement de T en ~? dans cette formule, donne (XLIII u?to ) 

et, par suite, 



Ccci pose, appliquons les formules de transformation quadratique 
dc Gauss, en nous rappelanl quo \ ydesigne Ic module correspondaxH 
a une valour do T eyalo t\ la moititi de celle qiu correspond au mo- 
dulo /, otc[ue 1'ou pout done poser siauillaneinent (XXXVlI 1-2 ) dans 
les formules (I^XXXIV), eny changeanl. toutefois, T en at, 



2r;;(o|T) </ a, 

/ -. 'tl^L^J _ i //_ ^i 

A * "* &J (o"j ^,TJ " 7^7' /J -~ /M" " 

Si Ton dcbigne par ^ et <p les fonclions amplitudes, comprises 
cntro o eL > de w eL de '-, > pour les modules X eL A", eu sorlc quo 

1?* I i A 

Ton ail 

sn(tt, X) = sin^o? sn / ^ ? X'j =~ siacpo? 

la forrmilo (LXXXlVi) fournil la relation 



% , . , * ^'l . I , ft (} *" ^)ft 

quo Ion pcul ecnre, pius<iue - esl ogal a .- - , 
/ n 

N * ' 



c'csl sous cello forme quo Gauss on a fait usage (*). 

* 

#, L III, p, 35ii. 
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Des relations 



<J/o = #/tt(w, AJJ o = am 



- r-. A) 

i -4- /c / 

on deduit, d'ailleurs, par inversion, 

dt 



en sorte que Fequation (i) est equivalente a celle-ci 
dt 



sin 2 / | J Q \ \fa\ cos 2 i 
De meme, les deux relations 



(a) 



el 



-/ 

S (\ 



sont equivalentes quel que soit n o, i, 2, 3, .... 

Ces formules permettent de ratnener le calcul d'une int6gralc ellip- 
tique quelconque de premiere espece, mise sous la forme normale do 
Legendre, et dont le module est reel et compris entre o ct j , au calcul 
d'une integrate du m^me type ayant un module positif plus petit 
qu\m nombre positif aussi petit que Fon veut. Si, en efifet, 

dt 



est Pintegrale donnee, a module 2 9 la forraule (i bis) monlro qu'cllo 
est 6gale a Fintegrale 



a module ~ moindre que -, et ou <p s'exprime au moycn de ^ par 

la formule (i). En prenant ensuite ^j = <f dans la formulc (a bis) 
ecrite pour n= 2, on voit de me*me que 1'intggrale donnee est dgalc 
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a 1'integrale 

/* dt 

J \ \/ a\ cos 2 1 +- 6| sir 



a module moindre crue * et ou 9, s'exprime au moyen de <J>i = cp 
<z 2 1 a { TI r ^ TI T y 

par la formule (2) ecrite pour n =i. Et ainsi de proche en proclie, 
en appliquant les formules ( a ) successivement pour /& = 2, 3, . . . , et 
en prenant chaque fois ^ = cp f _ J? on voit que Ton a pour tout 
in dice /i, 

Jo IV" 



sin 2 / 



<y u s'exprimant au moyen do <^ par la cliaine d'equations du second 
dogrd (en sin^) 



Or, par un choix couvcnablc de /?, on peul toujours s'arrangcr 



fagou quo lo module positif de la dornuVo iiiL<Sgrnlo soil plus polil 

ft n 

(ju'un nomhrc positif donn6 ^ 1'avance aussi petit <jue 1'on veut. Le 
annonco cst clone demon tre, 



Un particulicr, si Ton a a calouler pour un modulo rjuelconque 
donnc, oornpris cnlro o cl i, la valour de l'int<5grale cuinplvte de pre- 
nnere Cfipeoe de Legondre 




on voit que ce calcul revient a celui de I'li 



qui lui csl (Sgalc, quol que soil le choix que Ton fasse cle Piiulice n, 
ct pour laquelle Je module pcut 6lre rcmlu aussi petit que Ton veut. 
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NOTE 3. 

Sur les covariants H et T d'une forme biquadratique R. 

Toute forme binaire biquadratique 

R = a s\ 4- 4^ 55,32-*- 6 #2 -1-3! H- 
admet, outre son hessien (t. IV, p. 70) 



un second covariant T que Ton peut d^finir par Tune ou Tautre des 
6galites( 1 ) equivalentes 



T= 



H(ao-s] -4- 3(^1^1 ^2 -4- 3tf2-Si ^j| -4- ct^z^ )], 
T= -i[ 



De la relation p( 2 a i) = ^ etablie(p. 7/1 dut. IV), 

on decluit aisenient une relation fondamentale qui lie les deux cova- 
riants H et T aux deu^: invariants^, 3 et a la forme R elle-m6me. 
Reprenons les notations 






on aura, d'une part> comme on vient de le rappeler, 



(*) La difference des seconds membres, multiplie*e par - s l z^ jsc pi'dscnte sous 

la forme RII I1R et est done nulle. II peuL <Hre Jjon d'obscrvcr que Ton a 
aussi 

_ i /ffl ^1 _ d\i d 
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d'autre part, on a 

dy =di**- a -h } = 



et comme la relation ,-^L- =da peut s'ecrire 

l 



= du> 
V **-(s l9 z) 

on a aussi la relation 

dy 



('>) 



Si dans la relation (12) on remplace y par sa valour tirce cle (i), on 
obllenl rcalile 



mais IW/Il llrfll csi nne foncLion linoairc et homogcuo clc dz^ dz% 
clonl il est ais6 do calcnlor los coefficients; le coefficient de r/cj est 
^j5 2 T, celui do c/^ 2 est as/I 1 ; on a done 



\3% (1 3 1 ~ ,5j ((]> ) I 

n^7^iiK^VH^" 

On en d6duit la relation fomlamentale (*), due a M. Ilormitc, 



( ' ) M. WKIJKH, KlllpL IPunctionen, p. i3, part invcrscment <lc coitc relation 
pour dUblir l\igalil.t'i (x). 
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NOTE 4. 

Sur une transformation du second ordre qui relie les deux cas 
oft les invariants sont r^els. 

Nous avons signale, au n 612, la transformation qui permet de 
passer d'une fonction y = p(u \ to 1? o> 3 ) dans laquelle les deux periodes 
2(0^ 2to 3 sont imaginaires conjuguees a la fonction 

^ ^ /,.l w ^-*- w i. wi >i" 



dans laquelle les deux periodes sont, Tune reelle, 1'autre puremenL 
imaginaire. II convient d'etudier d'un peu plus pres cette transfor- 
mation, en raison du parti qu'on en peut tirer dans les applications. 
Observons d'abord, sans rien supposer sur les periodes aco 1? aw^, 
que ia fonction Y peut etre regardce comme une Tonction doublenoent 
periodique avecles periodes 2co l7 aw 3 ; eJle admet alors comtne poles 
doubles, clans Je parallelogramme correspondant, les points o ct 
(Ot-t-tosj la formule de decomposition en elements simples fourait 
immediaternent la relation 



y e i 

oil Pon a ecrit pu, ouy, an lieu de <p (u \ o>j, co t{ ). 

En designant par E 1? E 2? E 3 les vuleurs de Y pour u = ^? 

<0,{ - ttj| . 

- , OJ) trouve de suite 
2 



ou Ton a pose, com me au n 594-, 



(0,J - tO 1 

- - - - 
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on en deduit sans peine les relations 



Y E = 

3 



2 ^/y (jr e 2 ) 2 

Si nous nousplacons maintenant dans le casoutoj, to 3 sontdes ima- 
ginaires conjugates, la partie reelle el le coefficient de i etant positifs 
dans to s , les quanlitt's ^i~AH-B, e^ = A. Bi seront des imagi- 
naires conjuguees, e 2 = ^A sera reel el B sera positif (n 565) : 
\/6\ 2 6> n \/ 6> 2 tf ,$ sont deft iraagmaires conjuguees et leur produit 
y/c)A 2 -hB- eslposilif, Les formulesprecodenles comciclent avec celles 
du 11 GI3. Les points /?? ct ?n f sont les points d'intersection (le pre- 
mier a droito, le second a iauclic) <lu cercle (<? 2 ) decrit du point e 
commc ccnlrc ct passant pnr les points e l9 e s . Si Ton imagine pour 
nn moment quo la variable Y soil figureo sur lo meme plan qtie la 
variable j', on volt quo m, ni j sont au milieu, le premier dt> c^ R 1? le 
socoud do e,i, K a , c k l quo le point Y> dont Taffixe est li(';e a cello du 
point y P a l " b l relalion 



pout s^ohtonir }>ar la conslruotion siuvanle : on prend le sjmiUri<jut, 
( n 551)) v\ du poirkl y par rapport au corcle (^i) ? pis Ic sjmc- 
Iriquc^du point Y\ par rapport <\ l'a\c <lrs <|uanlites reelles; en se 
i*aj)])clant quo (tf a c^) (^^ - ^ a ) est le carro du rayon du cerole (^), 
on voit <lo suite quo Pon a 

Y - -c 4 (r ^) n-(X fi); 

\ < v st <Ion le ([uatriomo sommot du parallclograrnmc <lont y, r a , j-' 
sont trois somrruUs. Auxdoux points j* t y 1 Ii6s par la construction quo 
Ton viont <l<liro, correspoud c'svidcmrnonL un memo point Y; Tun des 
points y, y 1 est a rext^ritutr du cercle (^a), Paulre <^st u Pintorieur. 
Si Pun dos points /, y' est sur lo cercle (^), il en cist do memo do 
Paulro, o.l, (Inns cc oas, le point Y est sur Paxo des quantities rcellos 
ontro ^f 9 ct KI on cntro r fl ct K 8 suivant que la partio rctjlle do y o^t 
positive ou negative. IjorH(|iiey ost un point de Paxc ri'ol,^ <^ty' sont 
Lous (Unix oonfondus avcc lo oonjuguo harmoniquo do y par rapport 
aux poiuLs /;/, /;*' ct lo point Y est sur Paxo dos ([uautiu'ss roollca, a 
droito do KI ou u gaucho d<j K 3> suivnntquey cty' sont a droite ou u 
gauche do 6 ft . Si y croit do ^ & m ) ou docroit do -hooa m, Y docrott 



378 FONCTIONS ELUPTIQUES. 

de -h oo a E! ; de meme si y decroit de e* a ?n f ', on croit de oo a m f , 
Y croit de co a E 3 . Ces diverses remarques se raccordent tres faci- 
lement aux considerations developpees aux n os 594, 595 et dans la 
Note qui termine le Tableau des formules. Le lecteur petit, par 
exemple, se reporter a la figure de la page 164 pour ce qui concerne 
la correspondance entre le plan des y et le plan des u, defini par la 
relation y p u* 

Remarquons d'abord que les deux points y, f r , qui se correspondent 
par la construction que nous venous d'indiquer, peuvent etre regar- 
des comme les images de deux points w, sjmetriques par rapport an 
point V(&>3-t- to i); & ces deux points it dontla somme des affixes est 
o 3 4- 04 correspondent, en eflct, deux points y=zpu et y r = 
en sorte que Ton a 



L'image du rectangle du plan des u remplit toutle plan des/ et con- 
duit au systeme de coupure figure a la page 16^; Timage du meme 
rectangle, en vertu de la transformation 



Y = 



remplit deux fois le plan des Y. Si Ton separe ce rectangle en deux 
autres, par la droite qui va de o^ a o> 3 , droite dont 1'image clans le 
plan des y est Tare ^mt 3 du cercle (e 2 )> 1 rectangle de gauche aura 
son image, dans le plan des y, a Vexterieur du cercle (s 2 )- Si le point u 
decrit le contour de ce rectangle, en passant successivemcnt par les 
points o ? |-(w 3 wj), to 1? i-(o) 3 -f-cOi), a>,, -J-(a> 8 cDj, o, le point ^ 
se mouvra sur 1'axe des quantites rcelles de oo a m f '; puis, sur lc 
cercle (e 2 ) de in' a e x , de A a /??, de m a e 3 , dc s 3 a m f ; puis, sur l'a\c 
des quantites reelJes de m r & oo, en ayant toujours I'aire ind<Sfinie a 
sa gauche; le point correspondant Y no quittora pas 1'axc clcs quan- 
tit^s reelles et s'y mouvra de oo a K 3 , de E 3 a E a , do E 2 a, E,, ]>uis 
reviendra de E t a E 2 , de E 2 a E 3 , de E 3 a oo. L'irnage du rectangle 
de gauche envisage (dans le plan des u) rcmplit tout Je plan des Y. 
De m6me, Timage du second rectangle du plan des /, syrmUriquc 

du premier par rapport au point ^~ *> so fait a I'int6ricur du 

cercle (s a ) dans le plan des y, ct remplit tout le plan des Y. Si lc 
point u decrit le contour de ce rectangle en passant successivement 
par les points co 5 -t- co,, ^(co 1 -H 3to,), to 3 , -J-(w 3 + o^), to t , "i(o> 3 -h-3coj), 
^ le point/ se meut sur 1'axe des quantites reollcs do s, a a m' 9 
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puis sur le cercle (E S ) de m f a 3 , m, s,,, m' pour revenir le long de 
1'axedes quantites reelles de m l a s 2 ; le point correspondant Y decrira 
le meme systeme de coupures que precedemment. 

On n'a des lors aucune peine, lorsqu'on substilue dans une inte- 
grale definie fj(y}dy, a la variable y, soil la variable Y, soil la 
variable u, a voir comment les chemins d'integration se corres- 
pondent. 



Au lieu de la transformation Y 
petit employer la transformation 

Z = (U Oi,, -+- ( 



= p (it 



c 3 '" ho>1 



on 



c'est alors y= pit qui s'etprime rationnellement au moyen de Z. En 
conscrvant les memes notations, sauf a designer maintenant par E' A , 
E' 2 , E' a les valeurs de Z pour tt :n=a> 3 -f- to 1? ato,j, to^ toj, on trouve 
sans peine, par example, en so servant de la formule d'homoge- 
neitc (III 3 ) 7 

B'i = tu Ei}B. E' = tK, 

puis, par la formule clc decomposition en elements simples, 

y**p(u\ to) H- MI, o s coi)-hp(tt ao> 3 | co 3 H-co,, co (1 (o t ) E' 2 

, (Ki-K'^dii K',) _ 7 i B* 

"" " /J h Z - lii """ """ " T ^ ::: A ' 

eu continuant do poser 

^i -s A -h B /, Ci r- * A, <3 = A B /. 

On en tire 



( :^n-^v A/ :j "tH~'V\/ 7 .'J^H-tfA 

( "" 4 " ; . ^/ . i _ "C / V " "" 1" V 

~ """ 



A 



La construction ud pointy au moyon <lu point Z s'eflectxxe en se 
servant <lu. corclo ( A) d<Scrit da point A = EJ == J. (<?, -f- # 8 ) commo 
centre avec un rayon egal a -J- B. On prentl le 8jm<itriquo Z t do Z par 
rapport au cercle (A), pitis le symotriquc Z y de Z, par rapport & la 
droito qui joint los deux points e,^ r? 3 ; le point y e$t ie sotnmctopposd 
au point A <Ttm paral!6logramme dont trois sommets sont A, Z, Z'; 
les deux points Z, Z' fournissont le meme pointy. 

T. ct M. IV. '9 



280 FONCTIONS ELLIPTIQUES, 

La transformation precedentepeut etre commode quand on a affaire 
a des valeurs reelles de y\ on observera que le point u allant en lignc 
droite de o a t^ -h co 3 , puis de co 4 4- o> 3 a 2o> 3 , le point Z va sur l'ax 
des quantites reelles de -+- oo a E' 1? puis de E^ a A, et le point y, aussi 
sur 1'axe des quantites reelles, de -h oo a oo. 

Ces resultats mettent en evidence Texistence d'une transformation 

rationnelle a coefficients reels ,2'= -7-^- ^ i-, , qui transformc 

a z z H- p z H- y l 

une differ en tielle de la forme / ^ . ? oil le polynome du quatrieme 

J /R(a?) 

degre R(^?) a coefficients reels admet deux racines reelles et deux 
racines imaginaires en y, en une differentielle de la forme 



On peut, eneffet, d'abord changer la diDKrentielle / .? : Mr une 

J yi\(&) 

transformation lin^aire en une differentielle do la forme 



f- 

on posera ensuite 



dy 
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NOTE 5. 

Sur le sens de la variation des fonctions Sr pour des valours 
r^elles de 1'argument dans le cas normal. 

LCK resultais otablis au n 175, rclalifs a la variation dos fonciions 3" 

clans le cas ofi -: ost positif cL oCi la variable p est rucllc, deviennent 
/ 

inuiilifs lorsqu'ou so rcporlo aux fonnulos de decomposition en fac- 
tours (XXXII,}_ 8 ). Obsorvons d'abord (jue, dans los qualrc seconds 
incmbrcH, los prod nils infinis <{uc J'on voil fi^iircr son t forin&s do fac- 
Uutrs loujoupH posilifs (jni tons varionl dans lo moiuo sons (|uo 
- <x>SMi'7c pour & n H7ji, cjuo 1- cos tu'ir pour 3r a , 3" 3 ; lo sons do la varia- 
tion du produk infini cst lo memo quo colui <lo sos farlcurs. Lo s<*ns 
d( 4 , la varialion dc Tj a (r) is I d<* ^(r) <*..st ainsi ovuhuit. < s )uanl a S'tCt') 
oLsiSraC* 1 )* t>n lonaul complo tlo.h facUitirs sinrotcohr, on \oitquc 
la promioro font*l!on au^tnonlo dc o a Hiri(i) - ^(0), <lu la sccondo, 
ilitniniio dc %(<>) a o <|uand r au^mcnto do t> a jj ; lih lonnnlcs 
(\\Xl\ r jt) j><* t rmcllonl onsuilc d(^ roconnnftro. U^ Hens do lu variation 
<]tiand r uu^mmilo <Io ^ ft i. 

DCS ('.onnidorulions anulo^uoH H 4 appli<|ucnt aux function* 



H en fa<-Uuir,s ou H^urcuU hbt, chr an liou <hi sinr, cose. 
On roounnatt dtrocrtcittonl 8itr I^H oxproHBionn tl r? 8 (A'), &a(A') <|uo 
OH fonctions, toujourn poHilivcH, variant dann lo mAino htuin quo c 1 ; 
puis, dircHHtuntuit t<m*.ont hiir roKprcKKiori dts&vCA')* ( l Mt * <*<*11 fiMiotion 

dt'scroft <jtiund t 1 pro ft dti o it .; <juand < crolt d * . a %> &4(/r) con- 

*i jt *A / * 

tinuM dt* diuu'tiltri*, oommo hs tttontro la rotation ontro rffv(A') <Jt 
r?<, (t - - A*). Ktiiin lu formulu do panhugct do lu fotuUum ^v ^ hi function 
r?i fnontrn qua lu fomUion 4ST|(A') emit ([uand <* uugmonto tli" o u * T , 
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LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 



1. La lettrc cle Charles Ilermite, quo Ton va lire, clcmande quelques ob- 
servations preliminaires. 

Nous avons dit (n 198) que les formulas (XLVIi,^) qui cxprimcnt au 
moycn de P(T), <|/(t), X( T ) * es ^notions cp(TJ, ty(x), x( T )? " 1 ^ on suppose 
T -- , - _, en designant par a, #, c, <tf des entiers lies par la relation 

Cl> "{" \} ^ 

ad be =; i, dtaient dues a Hcrmite. li les a donnces sans demonstration 
en 1 858. La demonstration qu'on trouvera dans cettc lettre <$$l la seute 
qu'il aura pub lie e, 

Cettc demonstration, dans Ic cas oil <7, d sont impairs, h et c pairs 
(XXg ? cas i) 7 repose sur la formulc 



qui cst une consequence immediate des form u les (XXXV^), (XX\Vni 2 ;, 
(XLYIIg), (XXVIIIfo). Cctte formulc a lieu quol quo Koit T, <Iom; aussi 
quand on y rcmplacc T par T. Ku supposant & r= a^ r , ^c =- ', on a <PaiI- 
lours 



el, puisque ad t> r c' est ogal i\ i, on voit que ton fouclions &(O)'JIT) nont 
U6cs aux fonctions 3r(o|^T:) par ICH formuloH rlcs Lrantformatioii linrfairo, 
com mo los fonctions ST(O|T) auv foiirtiotiK 2f(o|t). he ralcul < fait Irrs 
facilemcnt au moycn des formulen XIJI. Pour los fouctions Sj(o|T),3f(o|t) 
on est, par hypotlutac., dans Ie <sa i <lu Tableau (XX ); pour los fnuctioitM 
3(o|^T), 9fo|air) on cst daus Io cas i" on clans Io ca 3* tl cc aulmo Ta- 
bleau, suivaut quo // Cht pair ou impair; twus, dau I OH (Icux, oa, v ( ^(;al 
a 3, /n'" est 6 gal t\ d\ c*est tonjours la formuln (XMI*) qui H'npplitjuo v\ 
Ton a, ea outre, a utilises la seconds formula (XLIJo) ol la IroimYuw for 
mule (XLTI 7 ). En d<taignaiu par s^ e'[' les quantitc^ unaloguoft d s, c" 7 , matH 
relatives au^t entiors a, & r , <?', <^, on obtiont ainsi, on ftuppoant a > o, 
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on a d'aillcurs, par unc proposition d'arilhmclique Lien connuc, 



el, par consequent, 



DC la relation ad be .-= T, cl de I'hypoihc'RC quo, b ct r sonl pairs, il re- 
suite (pic los nombros n oL rf soul tons deux eou&rus <\ t ou ft T (mod. 4\ 
el, quo, par suite, <v -H */ csl Ic double d'un nombre impair; lo nombrc 

cl ..-.. ....... .... -i j J osl done divisible par /{, ot Ton pout ecrirc fliiulomcnl 



(Tost la formula quo (Hi. H<MMII[(O otahlit dans sa lotlro <a d'ou il dcduit 
to tiles los aiurcH. Mais co, II'OM pas aiu^i <pi'il p 



t (Tosl a tui oucoro qu'ou doit los foriuulos ^riu'ralcs <lc transforma- 
tion d<s f<no(i<Mis 3 1 ; il los a donru'(*s on i8 r >8 da us le Jttttrntff (ft* 7/row- 
<vVA*. Par uiu, analyst*. lr<Vs Miiiiplit ol tron proioudo, il a fjiit, <lopou<tre la 
oottKhuito ([tii figure <latis <<' fornnilcss, <jt donl lo hi^no <,sl si difiicilc a 
determiner, do IV.xproHHimi (') 



Kn trntiHform;inl 1 Hotninc S nu itto^utn <les rostilinl* dus ft (IUUSH ct on 
prniltanl <l*s simplifications apportoon a oen r^Htxltam par Loheh^'uo, <hui.s 
diflVirettlH M<'moiroM <Iu Jnurnftf tft* LintwiflVi il a ohienu <Ie fortnulcM 
^|tuvalenU*H uu\ fonnulos (XLH), tjuo uou nvoiiH otablios HOIKS la forme 
donuoe par M. IL Weber (AY///>/, /'/*/*/.), en purtiuit deh proprhUi^ de 
h(t) <[tt<' r<n doit ft IM, DodolvintK Si noun n^ivoxtn pan ado|>to hn dotuouK- 
t rul ion <rilermito, n*est (ftt'ollo uppurtiont A uti ortlre <rhlc*eK lout autre 
quo eolui oft noun nvtuiM voulu nous plaeor, miiit IICMII eroyoim dovoir r- 
prodiiiro io{ (^tut <lt*iuf>tiMtratif)iJ, d'tinc 1 part a rausc de sa Insult*', d'autro 
purl fwur porrnottre uu h*ot(i* de inioux p^notror la Htgnilinutitui de la 
leure do <ih* Hortmte, 

Kn applitpiant l uuUhodo qn'on lul doit (a***^73 471, 381) potn* trwtvor 
IOH (VuietieitiN (trun*toetidaittt*) ontioros IOH |lu* K^tu'*rnh%H qui Holout don- 
orioditie elo trcUt^iKitt owprt^o itveo <h*h 



1. II, 
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on voit immediatement que la fonction (transcendante) entiere la plus ge 
nerale qui verifie les equations fonctionnelles 



(0 /(" H- = ( OVO), /( 

oil a, p sont des nombres enLiers donnes, est la fonction 



-/TUTaa-H/TCOU' -, 
= e' 1 Sr 3 

rindice n place sous le signe S indique ici, comme dans la suite, quo n 
doit parcourir la suite de toutes les valcurs enti&res, negatives, nulle et 
positives. La notation O ai p(f>), employee par Ilermite, a deja etc signaled 
dans la Note du n 160, ou Ton a explique comment clle se rclie aux no- 
tations de Jacobi, que nous avons adoptdes. 

En designant par a', p ; deux nouveaux nombres enliers, en rcmplacanl 
dans I'6galit6 (2), v par v H~ |-( r ^ -*- P') et cn remettantcnsuite, & la place dc 
TJ[P 4- i(a H- OC')T; + *-(p H- p')], son expression au moyen de QOH-QC 
qui r^sultc de cette mime dgalite (a), on trouve immddiatemcnt 

Gette formule, sauf quelques differences insigmfiantes dans les notations, 
a etc donate sans explications dans la Note que nous venous do rappelor, 
ainsi que les deux relations, evidentes sur la definition me* me do la fo no- 
tion O a ^(t> ), 

(4) ^aH-a,p(< ; ) == ( *)PQa,p(*0? ^ap t-2(<0 = ^atpC*')- 

Quand nous aurons bcsoin dc mcttrc cn Evidence la facon dout la fonction 
O aj p(p) ddpend de T, nous Tccrirons Oot,p(f |T). 

II r^sulte clairemcnt du a" 178 que, si Tori drisigno par a, /;, <, d qualro 
nombres cntiers li^s par la relation ad be = i ct si Tort pose avoo Her- 
mite 



la fonction fl(o) nc diflftre que par un factcur constant de lt fonction 

^oct^ptf^ ""*-" 7~") > ^n designant par aj, p^ dofi nornhron cntiers convcnu* 

blemont choisis. Ge premier rdsultat, que nous avons d< ? <luitdo Id tJiriorit* 
de Ja transformation lindaire dcs fonctions o*, ressort d'nillours asi tr^H 
facilcment, ainsi que Tcxpression dcs cnticrs i, pi, an moyen clo ^, A, <?, 
rf, a, p, du thc'oreme dc Cb. Hcrmitc sur la resolution dca dquathnis fone- 
tionncllcs (i). En eiTct, ia formule (3) pcrmoi dc calculcr oe <pio dovioul 
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le second membrc cle 1'cquation (5) quand on y augmentc P dc r ou dc 

c -H ffa . . , . , , TV, i 

T -= - _, puisque alors la quantite (-f- T)P s augmente de tfr H- t>T 

; ou irouvc ainsi, aprcs dcs reductions facilcs, en tenant 



ou dc c 

complc dcs formulas (j) et dc la relation ad be = i, 



(P -H T) = ( 



can- < 



cd. 



Ijos equations fonctionnoJIcs qui verificnt ainsi la fonction (Lransccn- 
dnulc) cuLiere H(<^) ne diftercnt dcs equations (T) quo par le chnngcmonl 
<1(^ a, p, T on a l7 p 1? T; coito fonction no pout dune dUlY;rer dc O ail j3 t (p|T) 
quo par an faclour G, indtipendant dc , ol qu'il rcste a determiner. lu 
d*auirs torincsy on a 



ou, on roinonlaitl. a la dofuntion des four. I ions 0, 

(7) "V 1 ^^(^w) -, : (71 "V* (.,. ( 

) () 

oh Ton A po(5, pour abjH 



M, ou passant, tfuo, \ la propri^u* <!rt Il(p)do s* rcproduiru, mul- 
liplioe par ('--D'S qunnd on y rcinplann c par P-I-I, corro,Kpou<l la pro- 
i"tt<*il vorifiws <1 la fonoiiou ^ns/*), qu'c 



(i Mora o.otnmodo, pour nc qui vaHulvrc, do, rnuhipltar los <Icux memhron 
<lo (y) par # /**oti, do maniAnt a fairci clmparaltro /ittj dann 1'csxpoHant 
do t*hftqutt tctntic 1 ! du .H^oond mtunhro ot a pouvolr prt>!ttcr lout & rhouro 

yl 

<1 tus tjuo Thut^ralc / r'**// ont null on * l gulo, \ t, nuivant qu n 1^1 

*/D 

diitoront ilt*. o ou t'$l a o. I/ogaliu'* (7) ont alors rtnuplaeUi par la suivanlc 



V 



V ( 



lu 



jottit ovitlomnn.utt do fa 
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ou, plus generalement, de la propriete 

<P (*>+ p, n) ^(^, n-+- p&) = aapn H- abp(p i), 
en de"signant par p tin enlier quelconque, en sorte que Ton a 



Nous supposerons maintenant que b soil en tier positif ; cela ne res- 
treindra pas la generahte de la solution, puisquc - j-~ nc change pas 
quand on y change les signes de tous les n ombres #, &, c, d. En integrant 
entre o et i les deux membres de liquation (8) et tenant complc d'une 
remarque anterieure, on trouvc 



(10) $e" 4 '= / / > e'**<vMrfp. 

V / ^ v 71 .X.J I 



Le terme e 1 '^^^ de la sdrie qui figure sous le signe d'intdgration, n'est 
pas modifi6 si Ton augmente v dc ;*, pourvuquo Ton diminue n de r^), ainsi 
qu'il r6sulte 6videmment de T6galit6 (9); deslors, si Ton r6uuit ensemble, 

dans la sdrie^ 6 *^^'^* * es termes pour lesquels les valours de n sont 



(n) 

congrues, suivant le module b, de maniere i ecrire cetlc s6ric KOUS la forme 



() () 

il est clair qu*on pourra tout aussi bicn T6crirc 



,l) ^.^ . ,H "V* 



en observant enfin que 1'on a 

l 



Jl 



on voit que Tegalitd (10) pourra s'tfcrire sous la forme 



Quant au^ Z> mtigralcs qui figureut dans le BOCOIK! mambra, <w 

lant que ty(p, p) est un trinome du second dcgre 1 on P,, ellcw He calautont 

au moyen de la formule 



' 
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dans laquclle la variable d'intcgraiion esl reelle et qui est valable pourvu 
quo le coefficient de i dans p soil posilif, condition qui se trouve verifide 
pour cp(<', p) puisque le coefficient de r' 2 est ab-^b^^:. Dans le second 
membrc, la partie reelle de \/ ip est supposee positive (*). On trouve 
aiusi 

-*?(P-|) 9 
e ^A 2 ' j 



r: 



y ib(n -I- 



( *) Cello formulc esl due a Cauchy (dSuvros, a* s,, l. Til, p. '>8o), Gaucliy avail 
<l(\ja iipcrti.il, pour un cas parliculicr, le role qu'cllc pcul joucr dans la th6oric 
qui ttous ocoupc, rolo quc (3h. Ihu-nuLo a WHS ctn plcinc lurniOsrc clans le cas g6~ 
uonU. 1/Analyfto de Cauchy i\ poinc inodin<ic pcul etre rdsunnSc commo il suil: 

l)<Jsi^iion8 par A, deux nornbres quelconques, donl louicfois le premier a son 
urgumonl lri{((>uoin<UrL(]uc ( k ,ompris cnlro - .- el -I- . > el considcrons I'inldgrale 
rcctiligne 



ofi la variable d'iril/'grulion aft HinL l*axo dmi quautilAn r^lluH, du point 3" vcvs 
- /, au point, '/? t V<M*H !/. ICti ponunl / - A^?-|*U <m ro.uiplaco. octic iuu''gra]< 1 
iHUiUH^uc par utio aulrc iutt'tgralo rcc.Lili^tH 1 

""!/, 

Itiquclio la vitpiubh* d'inli^ralion /JtltVrHt In dpoko qui va do ^ fl r A^-HB A 
u?, | th Lu fouflllori f? '* tUanl Iiolomorph^ duna tout lo plan, il ra ^vi 
(pic rint.( ; f<ral pn^u'-dcnu^ diif^rd tn''H ptui doa iuU^rulcn roc- 



'- 



hi Ton prouvo quo IK deu* 



ry^i 
if ^ ///, / if * rf/ 

- r (, /T^ 



f fmUu^, II sufflru cl 

^ tn viiHitblo i H^f rl^i*H It* ntKwnl <1* dm he qui va do <r, 
/ t . A.r t t> H, ^ori Jt^?(Ufnt*riL ^p t d 'abort! mil, uttgrnenttt on vtilcur utmoluc, 
<*ts t|tit / wtit MI f t i I>'iiHtf*ur4 f 
d<* t { dltTtH*** hillttittHMU |tMt d <ltti d** A*sri ou dtt A ; Pa^attitMtt !< t w^tw doni* 



i tn tutwtr mb^lu ^ an nomine w 1 - *; *ttt n dm t HUP la dpoitcj qui vit 



t *' r * 1 f r 
pat- u t It* niinimutn d fu t.'intt^ralc mt done rttoiiutro f|tta k pro- 
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ou Ton suppose 

_ 

A = e 



On en deduit par un calcul aise, clans lequel on a toutefois a tenir compte 
de la condition ad be = i, 

SS 



/ ib (a 
ou Ton suppose la partie reelle du radical positive et ou 

o 

et 



3. La somme S s'&value au moyen des sommes de Gauss ( l ).Nous don- 
nons, dans cc qui suit, toutes les indications relatives a cos sommcs, n<$ 
cessaires pour retrouver les formulcs definitives d'llermiie. 

On appelle somme de Gauss une expression dc la forme 



ou a et b sont deux, entiors (posilifs on ncSgatifs) premiers outre oux, <H, 
oii /; Tindice de sommatiom, doit prcudre | /) | valours emigres incoitgrium 
suivant le module ^>, que nous cldsignorons par /' , rj, ,.., /v^i, par oxcmplo 
les valeurs o, i, a, ..., |&| i. II est clair que la valeur dc la sommo no 
depend pas du systcime choisi pour les nombres r 0t r^ . . . 



duit dc e*"? 0082 <> par la longueur du chomin d'iat^graLton qui esl 

m6me ordrc dc grandeur que n t ; or le produit i^<?* n}coae) tondant vor 

quaad i\ t augmcntc inddfinimenl, la proposition csL dcmoulrdc cL Ton a 



r yi 

e ~{A.r.Hi) ^ s .. / 
*/M 






que rargumetit de A cst conipris cntrc y ot -HT 

que la partiq r^elle de A* est poakivc. On rcmarquera cnfin quo A esL cellc dm 
racing deA* dont la partie r6elle cat positive. 

Lc rcsultat annonc6 est compl^tcmeat jastifi^ dans le cas parttcuUer cortsideWi; 
I'extcnsion aa cas 1 gion<Sral est immddiato* 



( l ) ,Summatto gttftrqmdam tantrum *togulwiw& ( Wtrke* t* II, p, 1 1). 
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Los proprieles suivantcs de la fonclion y(a, b} apparaisscnt immediate- 
nient (*) sur la definition. 

Quand on change de signc Tun ou 1'autrc <1cs notnbrcs a, } la quantiu* 
cp(a, b) est remplac6e par la quantile conjugucc. On nc change pas cp(a, b } 
cu rcmplacant a par un eniier a r congru a a suivant Ic module 6. 

Hunt dounds les deux cnticrs , a', premiers a t>, s'il existc un enlierm. 
tel que Ton ait 

a f -^*ni*a (mod,Z>), 
on aura 



ear /;? clant forc^mcnt premier \ /^, ToKScmblc des restes, pna suivant Ic 
module />, dofl nomhros />?r esl lo inline que Tcnscuxble de5 restes dcs 
iiomliroA /*. Kn parliculior, i Ton a 

a ' wi* (mo<l. /;), 
on aura 

<p(tf,fl) -s <pd, />) 
Ou n aussi 



it produit cpfrr, /> )<p(7>, ^) CHI, c.ti offot, <5,gal u 

2 """',;;,'""- 2 



fn'i /* <loit priuulre \b\ vale urn incongriicm Mtiivant 1 modulo /;, tnndiH quo 
r f piH*u<l ^pr^ttunU |^/| valours Jntongriu fc H uiviuil lo module a\ A&m (H v , 
oomltLionA, nr \*br' elolt prwudrt* |//ft| viilourn inoongruah jiuivunt l iiicj- 
<htl ///;; lo produli; p(n, b)y(b t a) st do no tfgul ^ 9(1^ a/;), 
(hi u nttHHi 

'f (l r/) *"- V/^ ' 4|1 "* ' * ' / 

jmi* /?* l vtifour positive do la raeiius $i a t poftiilf, <t on 
* 3 * *- (/" W | 1 ^, a*t ti^gnttf, U ufflt dMtahlir cottc pro- 
pi>ftlt{ork <juud n ortt po^iHf; Ift ftot*fiii(!o pHt rt^ulte, an offi^t, do In pro- 
tt -/i, t mt ru|>[M*litit fjn f (r, rt) o* 



( * ) f 
4* f 

riivorw 
f*t*nmititt 



2gO FOKCTJONS BLLIPTIQUES. 

obtient rapidement la formule relathe au cas ou a est un nombre positif, 
en ecrivant que 1'integrale 



prise le long d'un contour qu'on va definir, est egale a ai'ir multiphe par 
la somme des residus de la fonction sous le signe f relatifs aux poles i, 
2, , a l situes a I'inieneur du contour. Gelui-ci est un rectangle sy- 

metrique par rapport a i'axe des quantites reelles, dont un cote, situe sur 
Faxe des quantites purement imaginaires, va du point y tres eloigne 
vers le bas, au point jKj situ6 trs haut; le cote parailele a celui-l passe 
par le point ; pour eviter le p61e o ? on decrit de ce point comme centre, 
a I'intrieur du rectangle, un demi-cercle de rayon tr6s petit, et Ton sup- 
prime dm rectangle 1'interieur de ce demi-cercle; si a est pair, est un 

pdle que Fon evite de la mme fagon ; les demi-cercles ainsi decrits entrent 
naturellement dans le contour. II est aise de voir que la partie de Fint- 
grale qui correspond aux cdtes parallIes a Faxe des quantitds r6elles est 
negligeable, quand | y \ est tres grand. On parvient aiscnient, quand a est 
impair, a la for mule 



'{*** ___ s/ it y 2 
( I)**- 1 ]./ e~~-dy, 



r=l 



et la methode meme permet d f af firmer que I'int6grale rectiligne qui figure 
dans le second membre a tin sens. En multipliant par 2, remarquant que 

>f7U_r a 

dans la somme 2 e a 3 etendueaux valeurs r = i, a, ,. ., a i,lestcrmes 
a 6gale distance des extremes sont egaux, cbangeant enfin y en x ^a, il 
vient 



t**> 

] I e-* 1 



<&?== > e 

= 



La yaleur de 1'integrale definie qui figure dans le premier membre dc 
cette formule est (i u'); elle se ddduit imm6diatement de celle de Tin- 

' /!> 

tgrale / e-*** dt qui est, conime on sait, egale a \ /TC; elle r&suked'ail- 

*/o 
leurs aussi de la formule meme, pour #=3. On trouve finalement 
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G'est le resultat annonce; il subsiste pour a pair, comme on le voit sans 
peine en reprenant les calculs, apres avoir modilie, comme on Ta explique^ 
le chemin cTmtegralion. Le fait que <p(i, a) est nul, quand a est congra 
a 2 (mod. 4) et n'est pas nul quand a n'est pas congru a 2 (mod. 4), se re- 
connait directement. 

Posons maintenant, en supposant que b ne soil pas congru a 2 (mod. 4), 



et cherchons a determiner la valeur de (a, b) qui n'a de sens que sous la 
condition precedentc. 

On observera d'abord que, en vertu de cette definition, (r, b) i, que, 
en vertu des proprietes de <p(a, &), on. a (a, b} = (a 7 , #) quand a et a' 
sont congrus mod. b- enfin qu'on peut, sans changer la valeur de (a,b), 
sup primer de a tout facteur carre parfait qui s'y trouverait. 

En supposant qu'aucun des deux nombres a, b ne soit congru a a(mod.4), 
T6galite p(a, b) v(b t a) = cp(i, ab) et 1'expression de c0(t, a) fournissent 
de suite la relation 



oti e^,6 est dgal a i si 1'un des nombres <, b est positif et 4i i si ces deux 
nombres sont negatifs. Gette <5galH6 se x-cduit a 

(a, b) (b, a) = s rtj/ , 
si Tun dos nombres a, 6 est de la forme ^n -H i, ct ^ 

(r/, /)) (^>, a) = s lA 
s'ils sont tous los deux de la forme fin, i, done enfin a la forme 



si I'oa sait soulcment quUls sont tous bs dout impairs. 

Supposons qu'on veuillc calculer (a, A) dans le cas oil 6 est impair. On 
pout toujours supposcr a impair ct moindrc quo b en valeur absoluc, car 
ii ckiftio toujours un nombro impair a! congru a a (mod. b) et nrtoindrc 
e(u b en valeur absolue, o'oal Io refttc pbsitif do la division dc a par b si 
ce rme cst impair, et, dana Ic ca*s contrairp, cc rcstc duuinuS dc b\ on 
remplacora <fl{ par a*. 

SuppoponK fionc a impair ct |a|< | J|; l^galitd prdoddcnto ratudne le 
calcul dc (n t b) t\ cclui de (b, &), et le oalcul do (b,a) so ramdnc ensuite, 
commt^ on viottt tie ToKpliqiier, au calcul d'un sym-bole (6', a), ott ft'-esi 
impair el o& |i'l <)( KKI continuant da la mimo fa^on, on voit quo le 
do (a, b) so ramdno au calcul d'un symbole do la forme (rfc ' 
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ou a est impair, positif ou negatif, et que 1'on a 

( a, b ) rz< : i, a), 

D'ailleurs <r, a) = i, et Ton a 

cs i i , a } . 



en prenant le signe superieur ou inferieur suivant que a e'si positif ou ne- 
gatif, comme on le voit en recourant a la ^aleur de <p(i, a) 3 et en se rap- 
pelant que o( i, a; n'est autre chose que la quantite conjuguee de cp( i,oc; 5 
a etant impair on voit que (, b ) est egal a zb i. 

Les calculs que Ton vient d'mdiquer sont tres analogues a ceux. du n 229 ; 
en se reporlanl a ce que 1'on a dit alors, le lecteur verra de suite que 1'on a 



.*>-(!) 



(a 

toutes les fois que ce dernier symbole est defini, c'est-a-dire lorsque b est 
impair et que les deux nombresa, b ne sont pas tous deux ngatifs. Nous 
avons, en effet, 6tabli relativement au symbole (a, b} toutes les propriete's 
relatives au symbole de Legendi;e-Jacobi, sauf la propriete (a, #) = (#, b) ; 
or celle-ci r6sulte de ce que (a, b) est reel et de ce que ~~- se change 

en la quantite conjuguee, c'est-a-dire ne change pas, quand on change b 
en b. 

Supposons maintenant a impair et b divisible par 4. La formule (12) 
donne alors Tune ou 1'autre des deux relations 

(a, b) (,) = s,, (a,b)(b, a) = U a , b , 

dont la premiere est valabie si a est de la forme ^n -+- jt, la secondc si a 
est de la forme (\n i.Le symbole (b, a) se calculera comme on vient do 
Texpliquer; a etant impair, il est 6gal a dzi, en sorte que Ton a fiuale- 
ment 

(a, b) = s a ,d(b, a) ou (a, b) = i^,b(b, a) 



suivaat que a est de la forme 4/1-4-1 ou4n i, 

En resume, on sait calculer cp(a, b) toutes les fois que b est impair ou 
divisible par 4 et sa valeur est zb i ou db i] quand b e$t le double d'uu 
nombre impair, y(a, b) est nuL 

Nous avons a appliquer ces resultats au calcul de la somme 



P^=o 

iK b est u& entier positif., 
Supposoas d'abord que b soil pair* On re^oaaalt de stiite 



LETTRE DE CH. HERMITE A M. JULES TANNERY. 

de la somme ne change pas quand on remplace p par un nombre qui lui 
soit congru (mod. b) et qui, par suite, est de la me'me parite; d'ailleurs, 
quand p prend les valeurs o, i, 2, ..., b T, p *-b prend un systeme 



__ 
de b valeurs incongrues (mod. &), et, puisque la somme y t e b ne de- 

pend pas du systeme de b valeurs incongrues que parcourt r, on voit de 
suite que Ton a 



s _ = .- - ,<.,.>. 



On n'a alors, en supposant b = 2 7i &i, bi impair, qu'a appliquer les regies 
prec<dentes et, en outre, quand h est pair, la formule bien cohnue dans 
les 616ments de la theorie des nombres 



pour trouver les r^suliais suivants, dont le Iccteur constatera sans peme 
1'identite avec ccux que Gh. llermite a donnes dans son Memoire ol qui se- 
ront rappeles dans sa Lettre. 
Si h csl impair, on a 



. 4); 



i2E / _ a f \ 
S = \/ be~~ k ( -j ] 9 si a 33 i (mod. 4). 

Si h CSL pair, on a 

,, -'-V^fc^-a)/ a\ . 
vb* (-T ) si 

(od. 4). 



11 I'cste onfln ^ 6valucr la sommo S quand b est impair. Ayant determine 
Jes cutlers m &t n tels quo I'ott. ait <i m6 8 /t, ct i*empla$ant <: par cettc 
valour dans TexpressUm de S, on trouve sans peine 

mgt P*^" 1 <w/ oi 

~ """ - 



puis<jqcne$l preuoier au nombre impair i. On n'a plus qu'a remplacer 

) a,r sa vatcur. i 1 ' , 
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S l -Jean-de-Luz, villa Bel-Air, 24 septembre 1900. 
Mon cher ami, 

Je viens degager ma parole et m'acquitter bien tardivement, 
il me faut 1'avouer, de ma promesse de vous d&rnontrer les for- 

mules concernant les quantites o [ "*" . ^ ) donnees dans mon an- 

T 4 \^ a -+- &T/ 

cien article Sur r equation du cinqui&me degre* 

Le bon air de la mer m'a aide a surmonter la torpeur qui 
faisait obstacle a mon travail; j'en profile pour echapper aux re- 
inords de ma conscience, et, en pensant que vous avez sous les 
yeux cet article, j'aborde comme il suit la question. 

Mon point de depart se trouve dans les formules de la page 2 et 

de la page 3, qui donnent les expressions de \/k et de \/A J comme 

iKJ 

fonctions uniformes de q, ou plutot de T, en posant T = ~^-? et, 

parmi ces formules d'une extreme importance dont la decouvcrte 
est due a Jabobi, j'envisagerai pour mon objet la suivante, a savoir : 



J'j introduirai tout d'abord la quantite T, en me servant, au lieu 
des fonctions 0, H, . . , , de la serie 

.. . a l W ^ & n 4- Ct> 2 -4- 12 + ) P 1 

[vo> mon article *Sw/' quelques forjnules relatives a la trans- 
f ormation des fonctions elliptiques(Journ. deLioii9ille> 1808)], 
et j'^crirai 



J'ai pos6, comme vous-savez, 
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on aura done 
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C 



Dans cette egalite, #, 6, c, rf dcbignenl des enliers assujetlis a la 
condition ad he = i ; je fais la supposilion qu'ils appartiennent 
au premier cas (p. jj) (')> " ^ ct c sont pairs, a et d impairs, et 
je fcrai 

b ?b' , 20 = c' . 
nous aurons ainsi 






el, comme nous conservons la condition ad h f c' = t, la ques- 
tion so Lrouve ramcnee a celle (jni conccrne la transformation de 
la fonction O a ,p(c). Duns Particle cilo tout a 1'heure, j'ai oh ten u 
IcvS rcsullals suivanLs, dont je vais faire usage. 

Soil, on general , pour dcs valcurs quelconques de , b, c, d, 

a, = r/a -4- b p -I- ab, 
|Bj s-. cot, I- r/p H- cr/, 



t- 2 /;< 



r a -4- 2 



puis, en su]>posant /> positif, 



le si^ne do la raciue carrtfe 6tant pris de manicre quo sa partie 
r^elle soil positive. Nous avons Pdgalile 



<st nous en conditions, pour r = o, 



(') Cas i* du Tableuu XX r 
T. cl M. - IV, 
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La condition de b posilif peat toujours s'obienir en changeant, 
comme il est permis, le signe des quatre entiers <3, b, c, d. Cela 
etantj la somme S s'exprime comme il suit, au mo%en dn sjm- 
bole (} de la theorie des residus qnadratiques. 

Supposons (en premier lieu) que b soil pair. Je ferai b = 2 A b { , 
ij etant impair, et Ton aura, suivant que I'exposant h est pair ou 
impair ( f ), 



ou bien 



En second lieu, supposons b impair; alors on pourra determiner 
deux nombres entiers m et n par Tequation 

a = mb 8/1, 
et 1'on aura 

S = 

Je vais faire, en entrant dans tous les details du calcul, 1'appli- 
cation de ces for mules aux quantites 



/ 
i I O 

0> \ 



Je supposerai qu'on ait 

a^i, &=~o, c^o, fl?^i CmoJ. %). 

Ce sera done le premier des six cas qu'il faudra considerer; nous 
verrons bientot que tous les autres s'en d^duisent imm^diatement. 
Soient d'abord a = o, p = i. Des deux nombres 

a* = b -4- ab) 



le premier es't pair, et me*me multiple de 4? le second esi impair. 
Ay ant done en ge"ne"ral 

Ph) = ( T)0 i(p |T), 



( J ) Le M^naoire da Journal de Liouville coatieal ici une faute d'imprcssion 
les mots pair et impair ont ^t6 transposes. 
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nous en concluons 1'egalite 



J'ajoute qu'on peut mettre sous une forme plus simple la quan 
tite 



qui entre dans la valeur du facteur 

S3 



DCS hypotheses faites sur les enlier& a, 6, c, d resulte, en eSet, la 

congruence 

ab^czzz bd (mod. 8), 



ce qui permei cVecrire 

o = e ' 



Si nous passons cnsuitc a la quanlitc Oo^ (o - TTT"" )> ^ 1 b f = ~ 
01 6 k/ r-= a 6* remplacent b el <? 7 <2 et d ne changcant pas, on a 



le premier de cc'S deux nombrcs est encore pair el le second im- 
pair, mais tt| n'cst pas n^cessairement divisible par /\ , et, par con- 
s<5queul, on a I'dgaliu? 



od G' represeute ce que devient, dans ce second cas, le facteur G. 
Ddsignons aussi par o' et S' les nouvelles valeurs de 8 ct de S; 
on aura 



c'est-a-dire 



ct nous en concluons 
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Je m'arreterai a cette formule, el je remarquerai en premier lieu 
que, en passant de S a S' ; le nombre b est remplace par - II en 
resulte que, a\ant pose b ^ % h b { , I'e&posant h varie de Tune a 
Fautre d'une unite. [Je snpposerai d'abord h > i .] Cela e*tant, la 
comparison des valeurs de S et de S' nous donne Tegalite 



d'ou rebuhe 



>+tt_ tJK , 

Ceci pose, ecrivons le facteur ( i) " sous la forme e '' , 

et emplojons 1'expression de o ; , a savoir 



' 2 O -~(^/ 

= e 8 
on aura ainst 

2*L & lia*-i^*b(i+a)-*bd-*ab<l-aWc} 

(1) - g^^? 8 

Or on verifie facilemenl la congruence suivante 
(Aj 2^(r-}-a) '3bd iabd ab*c?=? ab (mod. 16); 

faisant, en effet, passer tons les termes dans un m^me membre el 
divisant par b, qui est pair, elle peut s'ecrire 

2(1 ad)-r-3(a d) abc s^= o (mod. 8;, 
puis, d'apres la condition ad be = i , 

a6c-f-3(a d} a(ad t) =s o (mod. 8), 
^ 
mais b el c ^tant pairs et a impair, on a 

i6c=~=o, a 2 =F3 i (mod. 8^, 
elle deviendra done simplement 

^(a ct)=~o (mod. 8), 

ce qui a lieu, en effet, aetrfe*lant impairs. Nous avons, en conse"- 
quence, 
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Nous obtenons ensuile, au moyen de 1'cxpression qui a etc noire 
point de depart, 



la relation fondamentale 

/r . /<"-;- fa \ I* ,*-/,_ 

( 1 ) 6 - 7 ) = 'W T ) e *> 

* \ a -4- 6 T / T v 

[Lorsquc 1'cxposanl A est egal a i, &! e^t egal a b j et le calcuJ 
de S' n'cbt plus le meine; cependant la meme relation subbiste 
toujours; on a, en effel, cominc lorsque h etait plus grand que i, 
I'e^alile 



.__ 




el, a cause do la congruence (A.), <iui pent se metlre sous la formo 
bd -t- > ^//>^/ ~H /> a c* - ^> ( 3 # -h a - - o d ) ( mod . i G j, 

on pent encore ccrirc, en rcmplaganl b par iV p , 



niais ici, pour calcnior S A , on doit commmiccr par dclcrminer les 
enlicrs tn el /i, tcls ([no 1'on ail. 



el Ton a alors 



lin icnanl coinple ouiin dos relations 

t a,\ //t\ /'>./< N //i 

M -(*<)-() (* 



on on conclul 

/>'!-///>' -^ MIT/ 



o 

v.wt - -a 
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ea reduisant on trouve 

M = tia d~ aift'am 6 

a cause de la relation ad be == i , ou b et c sont pairs, on voil 
que les nombres impairs a et d sont congrus (mod. 4) 5 en sorte 

que Ton a 

!(ia d) E~O (mod. 16); 

les congruences 



86' s 8, a2-7?i2'2, ro^^m* (mod. 16) 
sont evidentes, et il en resulte que Ton a 



or ceLte derniere expression est congrue (mod. 16) a 



puisque la difference 
( 2 a m 



est egale a 

'2 i) (6's -f. 3 ) ( m* - 



et que m et b f sont impairs. La relation fondamentale (I) est done 
Stabile quels que soient les nombi^es pairs b et c,] 

On en lire les deux sysieme* de formules concernanl les fonc- 
tions P(T) et ^(T) pour tons les cas que presentent les cnlicrs 
a, b, c, d, pris scion le module 2. Ces cas sont indiqnos dans Ic 
Tableau suivant, que j'ai donne dans mon article Sur I* tir/ na- 
tion du cinquieme degre ( 1 ) : 



C 1 ) Voir la Note i de la pae63 du Tome IE. Les cas II el V dc Hermile cor- 
respondent aux cas que nous avons ddsignds par 5 et 2". 
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a 


b 


e 


d 


I 


i 


o 


o 


i 












If 





i 


i 





III. .. . 








o 





rv... 


i 


i 


i 





v 
vr 


o 


o 
i 


F 


I 

I 








1 





Kin premier lion, jc change, dans l'tiqualion (I), T en 
/>, c, d en /;, a. d, c] on irouve ainsi (' ) 



Dans lu jtncinic <3qualion, je rcmplacc ensuiie T: par T i, # ct 
par ^ j- ^ <^(, r-l-c/; il vienl 



Passant 41 Tequalion (II), je change? en T-|- i, a el 6" en a b el 
<: - - </, ce qui clonno 



continue en reniplaeanl, dans (V), t pur 
;, - - (t, d^ o, el j r obtiens 



eta, i>, c, 



( l ) Bn tenant conipte do formules (XLV). 
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Pour a\oir le sysleme complet des Ibrmules cliercliees, il ne 
me rcble plus qiTa changer dans cette equation T en T i , a et c 

en a ~~ h et r -f- d] on a ainsi 



en eniplo\ant Pegaliu'* 



X'oici main tenant les resultats reunis el mis en regard des ai^ 
cas ennmeres dans le Tableau precedent (M : 



JI. 
III. 

IV. 
V. 



vi. 4, /:i^ = _!_,- <*-*-'>. 



r .i./ "-T-"- v ...i .U f 2 -+-/.-l) 



JTai a y joindre enfin les formules qui concernent la fonclion 
O(T). Je remplacerai a cet e(Tet a } 6, c, d par <"., d, a, />; on 
change ainsi 



en 



et aux clivers cas 

(I), (II), (IIIj, (IV;, (V), (VI; 
se suhstituent ceux-ci 

(JJ), (I;, (VI), (V), (IV), (III). 

( l ) Ce sont les formules num^rotoes (XLVIJ. 
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NOLIS avons ainsi ce second systeme de relations 



JI 
III. 

IV. 

V. 



J^ 1 

1 \ a -T- T 



H-&T 

VI. 



J'obscrvc cnfin quc les deux series dc formules elablies, dans le 
cas ou b est positif, subsislenL dans tons les cas, comnie on le voit 
en changeanl a^ 6, c, d en a, b } c, r/. 

Avec une rcclificalion pour les equations (111) el (IV), d'unc 
inadvci lance qui me scj'o dchappec, cc sonL bion les rcsullals quc 
j'ai indiquds el donL je me reproche d'avoir lant Lardc a YOUS 
donncr Ja dcimonsLration quo vous m'avez demandce, Mais ceLtc 
demonstration, je dois le reconnattre, opere peraclo, ne me 
contente point : cllc est longue, indirecte surloul; clle repose en 
cnticr sur le hasai^d d'unc formnle dc Jacobi, oublicSe ct commc 
perdue parmi Lant dc deeouvertcs dues a son g(^nie. Jc vous Ten- 
voic, mon cher ami, valeat quantum, en vous informant que je 
serai revcnu-dans quelqucs jours, ct a votre disposition pour tout 
cc cjuc vous aurcz 1 me demander. Et nous causerons aussi d'autrc 
cliosc quc cl'Analyse, nous argumentcrons, nous nous disputerons. 
De ma proximitd do I'Espagnc jc rapportc des cigarettes d'Espa- 
gnolcs, si vous ne vcniez pas en fumer avec volrc collaboratcur 
d'aujourd'hui, votrc profcsseur d'autrcfois, c'est que vous avcx le 
cocur d'ua tigrc. 

Titus et imo cl to to corde. 

Cu. HERMITK. 
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